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Vorwort. 



Die Grundlage der vorliegenden Schrift bildet meine vor 

mehr als drei Jahren erschienene freie Bearbeitung von J. 

Bolyai's absoluter Raumlehre.* Zu dieser Arbeit veran- 

^lasste mich der damals in der „Zeitschrift für den mathe- 

^jnatischen und naturwissenschaftlichen Unterricht'* in höchst 

::•» unduldsamer und leidenschaftlicher Weise geführte Streit über 

^ die zweckmässigste Behandlung der Lehre von den Paralle- 

^ len ; dadurch wollte ich Klarheit in diese wichtige Frage 

Abringen, namentlich das Unnütze der Beweis -Versuche für 

^das elfte euclidische Axiom darlegen. 

r^ Da gegenwärtig die richtige Ansicht über die Parallelen- 
Frage m die meisten Kreise gedrungen ist, so glaubte ich, 
dass eine vollständige Untersuchung der geometrischen Vor- 
aussetzungen und eine übersichtliche Zusammenstellung der 
Resultate der darauf bezüglichen Arbeiten nicht ohne Interesse 
sein dürfte. 

Die Literatur, soweit sie sich auf den hier in engen 
Grenzen behandelten Stoflf bezieht, konnte Dank der viel- 
fachen Unterstützug meiner Freunde ziemlich vollständig be- 
rücksichtigt werden. Besonders dankend muss ich die Be- 
reitwilligkeit des Herrn Dr. J. Hoüel (Professor in Bordeaux) 
rühmen, der mir nebst anderen wichtigen Schriften das 
Manuscript seiner Uebersetzung des in russischer Sprache 
erschienenen Hauptwerkes von Lobatschewsky's „Neue 
. Principien der Geometrie nebst einer vollständigen Theorie 
der Parallelen" für meine Studien zur Verfügung stellte. 



* Absolute Geometrie nach J. Bolyai bearbeitet. Leipzig, 
Verlag von B. G. Teubner. 1872. 
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Die Darstellungs weise wurde durch die Rücksicht be- 
stimmt, dass meine Schrift Lesern gewidmet sei, welche mit 
der ge wohnlichen Behandlung der Geometrie vertraut, das 
Bedürfniss einer Aufklärung der Dunkelheiten in den Princi- 
pien fühlen; diesen Zweck glaubte ich durch eine kurze, 
alles überflüssige Detail vermeidende Schreibweise am besten 
zu erreichen. Dass ich unter diesen Umständen bei der Wahl 
der aus den Elementen als bekannt vorauszusetzenden Theo- 
rien manchmal nach der einen oder anderen Richtung etwas 
zu weit ging, möge der geehrte Leser entschuldigen. Als 
das Endziel meiner Schrift halte ich die Erkenntniss des Ein- 
flusses einer jeden einzelnen geometrischen Voraussetzung: 
denn nur dadurch können die den verschiedenen Formen der 
Erfahrung entsprechenden Theorien aufgebaut werden. Die 
für die letzteren eben erwähnten Fragen höchst wichtigen 
Untersuchungen von Riemann undHelmholtz fanden hier 
eine ungleiche Berücksichtigung. Für die erstere suchte ich 
durch erläuternde Bemerkungen und die Angabe der Schrif- 
ten, welche die bei Riemann unterdrückten Rechnungen ent- 
halten-, dem Leser das Studium dieser Abhandlung zu er- 
leichtern. Die Arbeit von Heimholt« wurde (mit Ausnahme 
der Schlussfolgerungen) hier desshalb vollständig mitgetheilt, 
weil sie den Zusammenhang der analytischen und syntheti- 
schen Voraussetzungen der Geometrie aufklärt, und weil es 
möglich ist, die analytischen Entwicklungen in zwei wesent- 
lichen Punkten zu vereinfachen, wodurch diese Untersuchung 
an Klarheit und Uebersichtlichkeit bedeutend gewinnt. 

Bei der Correctur des Druckes wurde ich vom Herrn 
A. V. Frank, Lehrer an der hiesigen Gewerbeschule, auf 
das freundlichste unterstützt, wofür ich ihm meinen innigsten 
Dank ausspreche. 

Graz, im März 1876. 

Johannes Frischauf. 
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Erstes Buch. 
Yoranssetznngen und Grundgebilde. 

Einleitende Bemerkungen. 

1. 

Die Erfahrung führt uns zur Idee, die Körper ohne Rück- 
sicht auf ihre besonderen Eigeuschaften blos nach der Mög- 
lichkeit der Zusammensetzung zu einem anderen und der 
Zerlegung in Theile zu betrachten. Die Erfahrung lässt uns 
auch erkennen, dass jeder Körper einen gewissen Raum ein- 
nimmt, nämlich einen Theil des durch die Erfahrung gegebenen 
Raumes. Dadurch gelangen wir zur Idee eines Raumes, in 
welchem Körper sein können, aber nicht sein müssen. Dieser 
Raum ist, da wir ihn durch das Wegdenken der in dem- 
selben sich befindlichen Dinge erhalten, ein leerer Raum; 
man nennt ihn desshalb auch den idealen. 

In dem idealen Räume kann man sich einzelne Theile 
denken, die durch die Körper der Erfahrung ausgefüllt wer- 
den können. Diese Theile kann man unter einander gleich- 
artig voraussetzen — weil sie eben durch keine bestimmten 
Körper ausgefüllt sind. Den idealen Raum stellt man sich 
daher überall gleichartig und ohne Unterbrechung zusammen- 
hängend, d. i. stetig vor. Derselbe ist daher auch theil- 
bar bis zu beliebig kleinen Theilen. 

2. 

Ein aus dem (idealen) Räume ausgeschiedener (d. i. für 
sich betrachteter) Theil heisst ein (mathematischer) Körper, 
das ihn vom Gesammtraume Abgrenzende heisst die Ober- . V 
fläche des Körpers. A*^ 

FiiBohanf, Elemente der absoluten Geometrie. 1 
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Durch einen Schnitt $ kann ein Körper K in zwei Theile 
A und B zerlegt werden^ welche letztere wieder durch Zu- 
sammenfügung den ersten Körper K bilden. Man sagt: die 
Körper A und B berühren sich im Schnitte $, Der Schnitt 
$ heisst auch eine Fläche, die Körper A und B bestimmen 
die entgegengesetzten Seiten derselben. 

Bei zwei Schnitten Ä und S' desselben Körpers K 
können zwei Fälle eintreten. Liegt der eine Schnitt voll- 
ständig auf der einen Seite des ersten, so wird der dieser 
Seite zugehörige Theil von K wieder in zwei, also der ur- 
sprüngliche Körper in drei Theile zerlegt. Liegt jedoch der 
eine Schnitt zu beiden Seiten des anderen, d. h. geht er durch 
den anderen Schnitt hindurch, so wird jeder der beiden Theil- 
körper wieder in zwei Körper, also der ursprüngliche Körper 
in vier Theile zerlegt. Die beiden Schnitte S und S' schnei- 
den sich in einer Linie l, wefche die Durchschnittslinie 
Fig. 1. der beiden Schnittflächen heisst. Sind A und 

B die Theile von K, erhalten durch den ersten 
Schnitt Ä, A' und A", B' und B" die Theile in 
Folge eines zweiten Schnittes S' der zweiten 
Art, so berühren sich die Körperpaare A' 
undB", A" undB', welche zu entgegengesetzten 
Seiten der beiden Schnitte liegen, in der gemeinsamen Linie 
{ dieser Schnitte. 

Ein dritter Schnitt $" kann derart geführt werden, dass 
er jeden der vier Theilkörper der beiden ersten Schnitte, also 
auch die beiden ersten Schnitte selbst, mithin auch ihre 
Durchschnittslinie in einem Punkte P schneidet. Der ur- 
sprüngliche Körper K wird dadurch in acht Theile zerlegt; 
je zwei Theil -Körper der vier Paare, welche zu entgegen- 
gesetzten Seiten der drei Schnitte liegen, berühren sich in 
dem Punkte P. 

Denkt man sich von den Theilen A und B des Körpers 
K fortgesetzt ohne Ende Theile abgeschnitten ohne den Schnitt 
S zu treffen, so erhält man den Begriff der Fläche $ als 
eines selbstständigen Gebildes im Räume. In gleicher Weise 
kann man von zwei Körpern, die sich in einer Linie l be- 
rühren, fortgesetzt Theile abschneiden, ohne diese Linie l zu 
treffen, und dadurch zum Begriffe der Linie im Räume ge- 
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langen. Den Punkt im Räume kann man als das Endresultat 
der Schnitte betrachten, die fortgesetzt an zwei' in einem 
Punkte sich berührenden Körpern derart geführt werden, dass 
sie den Punkt nicht treflFen. 

3. 

Die Oberfläche eines Körpers kann als der Inbegriff der 
Schnitte, welche den Körper vom Räume abtrennen, betrachtet 
werden. Jede Fläche kann daher als Theil der Oberfläche 
eines Körpers angesehen werden, sie wird von letzterem durch 
einen InbegriflF von Lipien abgetrennt, welche der umfang 
der Fläche heisst. Wird eine Fläche durch einen Schnitt in 
zwei Flächen zerlegt, so bestimmen die letzteren die beiden 
entgegengesetzten Seiten der Linie, welche der Schnitt auf 
der gegebenen Fläche bildet. Ein Schnitt^ trifft eine Linie 
in einem Punkte, die beiden Theile der Linie bestimmen die 
entgegengesetzten Seiten des Punktes. 

Die entgegengesetzten Seiten der Oberfläche eines Kör- 
pers, welche durch den Körper und den ihn umgebenden 
Raum bestimmt sind, werden resp. die innere und die äus- 
sere Seite der Oberfläche genannt. In gleicher Weise nennt 
man die. beiden entgegengesetzten Seiten des ümfanges einer 
Fläche, welche durch die Fläche und den sie ergänzenden 
Theil der Oberfläche des (hinzugedachten) Körpers bestimmt 
sind, resp. die innere und die äussere Seite der Fläche. 

4 

Punkt, Linie, Fläche und Körper sind die Grund- 
gebilde der Geometrie. Jedes Gebilde kann ton einem Orte 
des Raumes an einen anderen gebracht werden; zwei Gebilde, 
etwa A und B, welche sich nur durch die Orte, an denen 
sie sich befinden^ unterscheiden, werden congruente Ge- 
bilde genannt und durch A'^B bezeichnet. Diese voraus- 
gesetzte Beweglichkeit ermöglicht die Einführung von Ge- 
bilden, welche aus lauter congruenten Elementen in gleicher 
Weise zusammengesetzt sind, und welche man „an allen 
Stellen gleichartig" nennt. Zwei solche Gebilde können ohne 
Rücksicht auf ihre Grenzen zur Deckung gebracht und mit 
einander verglichen d. i. gemessen werden. Man prüft z. B. 
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eine an allen Stellen als gleichartig vorausgesetzte Fläche 
hinsichtlich dieser Eigenschaft dadurch^ dass jeder beliebige 
Theil derselben durch Verschiebung auf der Fläche mit jedem 
beliebigen Theil der ungeänderten Fläche «ür Deckung ge- 
bracht werden kann. Bei dieser Verschiebung fällt die äus- 
sere oder innere Seite des verschobenen Theils resp. mit der 
inneren oder äusseren Seite der ganzen betrachteten Fläche 
zusammen. In gleicher Weise kann auf einer solchen Fläche 
in einer an allen Stellen gleichartigen Linie jeder ihrer Theile 
mit einem beliebigen anderen zur Deckung gebracht werden. 
Beispiele hierzu sind die Eugelfläche und der auf ihr liegende 
Kreis nach unseren gewöhnlichen Vorstellungen. 

Eine Fläche heisst umkehrbar, wenn — dieselbe zwei- 
mal gedacht — die inneren oder äusseren Seiten zur Deckung 
gebracht werden ^können. 

Zwei Gebilde, welche aus congruenten Theilen in be- 
liebiger Weise zusammengefügt sind, werden gleich genannt, 
und zwar inhaltsgleich oder flächengleich, je nach- 
dem Körper oder Flächenräume in Betracht kommen. 

Anmerkung. Die Voraussetzung der Congruenz ist bei allen auf 
Grössenbestimmungen bezüglichen Untersuchungen unerläsalich; denn 
jede Grössenbestimmung setzt die Möglichkeit des Abtragens der Grös- 
seneinheit von einer (zu messenden) gegebenen Grösse, also die Un- 
abhängigkeit der Grössen vom Orte voraus. 

Dieselbe Voraussetzung liegt auch der Arithmetik zu Grunde, ob 
man nun die Zahl als das Ergebniss der wiederholten Setzung eines 
Dinges oder als Beziehung eines Gliedes einer Reihe zu einem An- 
fangsgliede betrachtet. Denn im ersteren Falle hat man eine Menge 
identischer Objecto; im zweiten Falle gelangt man nur dann zum Zahl- 
Begriff, wenn die Beziehung zwischen immer je zweien der Objecte 
in der Reihe unverändert bleibt. In beiden Fällen hat nian es also 
mit Identitäten zu thun. Die Anwendung der Rechnung auf die Geo- 
metrie setzt also vor allem anderen die Möglichkeit der Congruenz 
voraus. 

Die Messung der Raumgrössen beruht, auf der Voraussetzung der 
Zusammensetzung aus congruenten Elementen. Es werden daher alle 
Linien aus congruenten Linien-Elementen, alle Flächen aus congruenten 
Flächen-Elementen und consequentermassen alle Körper aus congruen- 
ten Körper-Elementen zusammengesetzt betrachtet.* 



* Ausfuhrlichere Untersuchungen über die mathematischen Vor- 
aussetzungen sollen im dritten Buche folgen. 
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5. 

Die Gebilde werden in begrenzte und unbegrenzte, 
endliche und unendliche unterschieden. Der Ausgang 
dieser Benennung stammt von dem Reihenbegriffe. Eine Reihe 
ist der Inbegriff von Grossen A, B, C, . . JS^j L, M, . , in wel- 
chem jede einzelne Grösse d. i. jedes Glied, etwa L, nach 
einem und demselben Bildungsgesetze durch seine Beziehung 
zu seinem vorausgehenden K oder nachfolgenden M bestimmt 
ist. Die Möglichkeit des successiven Ueberganges durch alle 
Glieder einer Reihe findet auch bei den geometrischen Ge- 
bilden statt; man kann von einem Theil eines Gebildes zum 
nächsten, u. s. w. übergehen, d. h. die auf einander folgenden 
Theile des Gebildes als die Glieder einer Reihe betrachten. 
Es genügt daher die oben angeführten Unterschiede bei den 
Reihen zu erörtern. 

Eine Reihe heisst unbegrenzt, wenn man — ohne 
Umkehrung des Uebergaugsprocesses — fortgesetzt von einem 
Gliede zu einem nächsten übergehen kann. Gelangt man bei 
diesem Uebergang zum Ausgangs-Gliede zurück, so ist die 
Reihe eine endliche; gestattet jedoch die Reihe ein fort- 
gesetztes Üebergehen von einem Gliede zu einem andern, 
ohne dass man zu einem früheren Gliede zurückkommt, so 
heisst die Reihe eine unendliche. Als Beispiel einer end- 
lichen (unbegrenzten) Reihe können die (gleichen) Theile 
einer Kreislinie dienen; als unendliche lleihe erscheint die 
unbegrenzt fortgesetzte Reihe der ganzen Zahlen. Jede un- 
endliche Reihe ist unbegrenzt, da man in einer solchen 
Reihe fortgesetzt von einem Gliede zu einem anderen über- 
gehen kann. 

Dem idealen Räume wird mit Recht die Eigenschaft der 
„Unbegrenztheit" zugesprochen. Denn eine Grenze würde 
eine Ungleichheit mit den übrigen Th eilen voraussetzen, was 
unseren Vorstellungen widerspricht. Daraus folgt keineswegs 
die Unendlichkeit des Raumes, letztere Eigenschaft müsste 
erst besonders nachgewiesen werden. 

Anmerkung 1. Die Untersclieidung zwischen „unbegrenzt" und 
„unendlich'* wurde zuerst von ß. Biemann in seiner Habilitations- 
schrift „Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde lie- 
gen" (vorgelesen zu Göttingen am 10. Juni 1854) gemacht. Berück- 
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sichtigt man, dass im Unbegrenzten in Folge des fortgesetzt wieder- 
holten Uebergangs-Processes aucb das Moment des Unendlichen vor- 
kommt, indem zur Darstellung dieser Wiederholung die Reihe der 
ganzen Zahlen gewählt werden kann, so darf man sich nicht wundern, 
wenn mit der Unbegrenztheit des Baumes demselben auch zugleich 
die Eigenschaft der Unendlichkeit zuerkannt wurde. 

Anmerkung 2. Die Eigenschaften des idealen Raumes sind 
durch die in ihm befindlichen Gebilde bedingt. Es ist mindestens 
in der Geometrie unnütz, ihm andere Eigenschaften noch zuzusprechen. 
Man wird daher den idealen Raum dann als unendlich voraussetzen, 
wenn unendliche Gebilde in Betracht gezogen werden. 

6. . 

Aus den Erklärungen des vor. Art. folgt: 

a) Die Oberfläche eines vollständig begrenzten Körpers kann 
als eine unbegrenzte Fläche betrachtet werden. Gleiches 
gilt auch von dem Umfang einer Fläche eines Körpers. 

b) Sind auf einer Fläche zwei unbegrenzte Linien gegeben, 
und schneidet die eine den Umfang der durch die an- 
dere bestimmten Fläche einmal, so muss sie denselben 
mindestens nochmals schneiden. Denn im Momente des 
Schneidens geht die unbegrenzte schneidende Linie aus 
dem Aeussern ins Innere der Fläche, sie muss also, um 
zu den Punkten im Aeussern wieder zurückzukehren, 
den Umfang beim Austritte nochmals schneiden. 

Da die unbegrenzte schneidende Linie nach dem Aus- 
tritte die Fläche der zweiten Linie nochmals schneiden kann, 
u. s. w., so gilt allgemein der Satz : Zwei unbegrenzte Linien 
auf derselben Fläche schneiden sich in einer geraden Anzahl 
von Punkten, wenn sie sich einmal schneiden. 

c) Analog wie in b) wird bewiesen: Eine unbegrenzte Linie 
schneidet die V)berfläche eines Körpers in einer geraden 
Anzahl von Punkten, wenn sie dieselbe einmal schneidet. 

7. 

Die Aufgabe der Geometrie besteht in der Erforschung 
der Eigenschaften der Gebilde, sowol der einfachen unmit- 
telbar gegebenen, als auch solcher, welche aus diesen durch 
Verbindung und unter Voraussetzung des Congruenz-Axioms 
erhalten werden. Man beginnt ihre Entwicklung gewöhnlich 
derart, dass man gewisse einfache Gebilde durch ihre De- 



finitionen einführt. Es wird die Existenz von Linien und 
Flächen^ die resp. aus congruenten Theilen zusammengesetzt 
sind, vorausgesetzt. Nennt man, "wie dies fast allgemein ge- 
schieht, Gerade diejenige Linie, die durch zwei Punkte be- 
stimmt ist — die also aus congruenten Stücken zusammen- 
gesetzt, mithin an allen Stellen gleichartig ist — , ferner 
Ebene diejenige Fläche, dass die geradlinige Verbindung 
zweier Punkte vollständig in ihr liegt; so sind mit der ün- 
begrenztheit und Unendlichkeit der Geraden die ünbegrenzt- 
heit und Unendlichkeit der Ebene ausgesprochen. Da die 
Unbegrenztheit des idealen Raumes aus dessen Gleichartig- 
keit an allen Theilen folgt, so kann der Geraden, also auch 
der Ebene die Eigenschaft der Unbegrenztheit zuerkannt 
werden. Die Eigenschaften der Endlichkeit und Unendlichkeit 
müssen besonders vorausgesetzt werden, und daher die bezüg- 
lichen Formen der Geometrie einzeln entwickelt werden. 

An der Stelle dieses gewöhnlichen Verfahrens sollen 
diese Gebilde aus einfacheren Voraussetzungen hergeleitet wer- 
den, wodurch auch ihre Eigenschaften vollständiger und na- 
turgemässer entwickelt werden. 

Anmerkung 1. Diese Ableitung wurde in gelungener Weise 
zuerst von W. Bolyai und Lobatschewsky durchgeführt. Der 
Grundgedanke, welcher bereits von Leibniz (s. Uylenbrök „Christiani 
Hugenii aliorumque seculi XVII virorum celebrium exercitationes ma- 
thematicae et philosophicae" fiagae MDCCCXXXIII, Fase. II, p. 8) bei 
der Erklärung der geometrischen Orte angedeutet wurde, besteht in 
Folgendem: Um die Ebene zu erhalten, denke man sich von zwei 
Punkten und 0' (als Mittelpunkte) fortgesetzt (concentrische) Ku- 
gelflächen mit (demselben aber) immer grösser werdenden Eadius be- 
schrieben. Der Inbegriff der Durchschnittslinien je zweier Kugelflächen 
mit gleichem Radius ist eine Ebene. Dreht man die sämmtlichen 
Durchschnittslinien d. h. Kreise um die durch die Endpunkte eines 
Durchmessers eines dieser Kreise bestimmte Gerade als Axe, so blei- 
ben bei dieser Bewegung die Punkte der Axe in Ruhe, während alle 
übrigen Punkte der Ebene ihre Lage verändern. 

Die ziemlich übereinstimmende Darstellung der beiden oben ge- 
nannten Mathematiker wurde auch in dieser Schrift befolgt. 

Anmerkung 2. Die Versinnlichung von geometrischen Figuren 
und ihren Beziehungen durch Zeichnung hat nur den Zweck, eine 
Uebersicht der Lagenverhältnisse und der Anordnung im Allgemeinen 
zu vermitteln. Daraus folgt, dass es nicht nöthig ist, die wahren Di- 
mensionen (oder deren Verhältnisse) der Figuren durch eine Zeich- 
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nung darzustellen — was für räumliche Gebilde auch unmöglich ist — ; 
sondern es genügt, wenn die Linien, Winkel, . . der Figur durch Li- 
nien, Winkel, . . in der Zeichifung versinnlicht sind, ohne dass man 
sich zu sehr um die Richtigkeit der einzelnen YerhältDisse zu küm- 
mern braucht. Diese Verzerrung kann sogar in den einzelnen Theilen 
der Zeichnung wechseln; namentlich für diejenigen Theile der Figur, 
welche in der vorliegenden Untersuchung gar nicht in Betracht kom- 
men, kann die Abweichung ziemlich bedeutend werden, während es 
zweckmässig ist, von den in Untersuchung gezogenen Theilen der Fi- 
gur eine möglichst richtige Zeichnung zu liefern. Diese beiläufige An- 
deutung der Lagenverhältnisse der Figuren findet in der absoluten 
Geometrie häufig statt. Aber auch in den angewandten mathematischen 
Wissenschaften verfährt man ja auf dieselbe Art. Z. B. Die nahezu 
kreisförmigen Planetenbahnen werden bei der Untersuchung der ellip- 
tischen Bewegung durch stark excentrische Ellipsen, hingegen, wenn 
es sich um die Anordnung der Bahnen im Sonnensystem handelt, durch 
Kreise, deren Radien nicht in den Verhältnissen der mittleren Ent- 
fernungen stehen, sondern so gewählt werden, dass man eine bequeme 
Zeichnung erhält, versinnlicht. 

Kugelfläche und Kreislinie. 

8. 

Um die gegenseitige Lage zweier Punkte A und JB zu 
fixireU; denke man sich dieselbe durch eine beliebige feste 
Linie (die man sich nach Art. 2 aus einem Körper geschnitten 

denken kann) verbunden. Diese Verbindung soll durch AB 
bezeichnet werden. Sind die Punkte A^ByC, . . eines Gebildes 
durch beliebige Paare Linien in feste Verbindung gesetzt, 

was durch-4jBC. . ausgedrückt werden soll, so kann dieses 
Gebilde aus irgend einem Theile des Raumes in einen an- 
deren Raum-Theil übertragen werden. Sind nach Ausführung 
dieser Uebertragung A',B\C\ . . die entsprechenden Punkte 
des Gebildes in dem anderen Eaumtheil, so nennt man nach 

Art. 4 die Gebilde ABC . . und A'B'C . . congruent und 

bezeichnet dies durch ABC . . ^ A'B'C . . 

Sind A und B, Ä und B' zwei Punktpaare im Räume 

von der Eigenschaft, dass AB^A'B' ist, so sagt man: die 
Punkte A! und B' haben gleichen Abstand mit den 
Punkten A und B. 

Der Inbegriff aller Punkte My welche von einem gegebe- 
nen Punkt gleichen Abstand haben, heisst eine Kugel- 
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fläbhe. Diese ist an allen Stellen gleichartig, stetig und 
theilt den Raum in zwei ßestandtheile : in einen allseitig be- 
grenzten und einen unbegrenzten. Jeder Punkt des begrenzten 
Theils kann nur in den unbegrenzten gelangen, wenn er 
durch die Kugelfläche geht. Der Punkt heisst der Mittel- 
punkt, der unveränderliche Abstand der Punkte und M — 
durch OM bezeichnet — der Radius der Kugelfläche. Der 
durch die Kugelfläche abgegrenzte (körperliche) Raum wird 
eine Kugel genannt. 

Durch den Mittelpunkt und den Radius ist die Kugel- 
fläche, also auch die Kugel eindeutig bestimmt. 

Zu jeder Kugelfläche kann man sich aus demselben Mit- 
telpunkte eine zweite die erstere einschliessende denken, man 
sagt dann: die zweite hat einen grösseren Radius als die erste. 

Zwei Theile von Kugelflächen mit verschiedenen Radien 
können nicht (ohne Rücksicht auf die Grenzen) zur Deckung 
gebracht werden. Denn ergänzte man diese Theile zu jhren 
Kugelflächen, so müssten im Falle der Möglichkeit der Deckung 
der Theile auch die ganzen Kugelflächen sich decken können. 

9. 

Zwei Kugelflächen S und S' mit verschiedenen Mittel- 
punkten und 0', von denen die eine theilweise innerhalb, 
theilweise ausserhalb der andern liegt, schneiden sich in einer 
Linie Je, welche eine Kreislinie genannt wird. Die Kreis- 
linie ist (nach dem Grundsatze „gleiche Bestimmungen er- 
zeugen Gleiches") an allen Stellen gleichartig. Daraus folgt: 

a) Sind M und N zwei beliebige Punkte der Kreislinie, 

so kann das Gebilde OO'M mit dem Gebilde OWN 
zur Deckung gebracht werden. 

b) Denkt man sich von einem ihrer Punkte, etwa Aj zwei 
Punkte M und M' nach entgegengesetztem Sinne in 
gleicher Weise bewegt, so treflPen sie in einem Punkte 
B derart zusammen, dass sie durch die beiden Punkte 
Ä und B in zwei congruente Theile zerlegt wird. Man 
sagt: die Kreislinie ist von Ä aus in B halbirt. 

In ähnlicher Weise kann jedes der beiden Stücke AMB 
und AM' B in zwei congruente Theile zerlegt werden, u. s. w.. 
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ci, h. man kann sich die Kreislinie aus congmenten Stücken 
bestehend denken. 

Jede der beiden Kugelflächen $ und S' wird durch die 
Kreislinie k in zwei Flächen- Segmente zerlegt; es seien 3 und 
5' die Segmente von $. Das von der Fläche $' eingeschlos- 
sene Segment^ etwa 3, wird mit der stetigen Vergrosserung 
des Radius der Kugelfläche $' so lange stetig wachsen , bis 
die ganze Fläche S von der Fläche S' eingeschlossen ist 
Durch stetige Verminderung des Radius von $' wird das ein- 
geschlossene Segment 3 der Fläche $ bis zum Verschwin- 
den abnehmen, in welchem Momente die beiden Flächen S 
und $' sich berühren* und zwar von innen oder von 
aussen, je nachdem der Punkt 0' im Inneren oder Aeus- 
seren der Kugelfläche liegt. Bei fortgesetzter Abnahme des 
Radius der Fläche $' wird die zugehörige Kugel entweder 
ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der Fläche $ liegen. 
Daraus folgt, dass eine Fläche $' existiren muss, für welche 
die beiden Segmente 3 und 3' einander gleich werden; die 
zugehörige Kreislinie k halbirt also die Fläche $ und wird 
dann eine Hauptlinie dieser Fläche genannt. 

10. 

Es sei 3 das kleinere Segment der Kugelfläche S. Von 

einem beliebigen Punkt C der Linie k lasse man einen Punkt 

Pig 2. ^ iii ^Gr Linie k bewegen und beschreibe 

aus G mit dem jedesmaligen Radius CD 
eine Kugelfläche ; diese schneidet die Fläche 
S in einer Kreislinie l und bestimmt in 
der Linie k auf der mit D entgegen- 
gesetzten Seite des Punktes C einen Punkt 
D' derart, dass CD = CD' ist. Das auf 
dem Segmente B liegende Stück DD' der 
Kreislinie l halbire man im Punkte M (indem man von D 
und D' aus Punkte in gleicher Weise bewegen lässt, welche 
in der Mitte M zusammentreffen). Diese Punkte M con- 
struire man stetig vom Radius Null bis zu jenem Radius, 




* Ob diese Berührung in einem oder in mehreren Punkten statt- 
findet, wird im Folgenden erwiesen. 
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der durch die beiden Punkte C und C , wo C der zu C zu- 
gehörige Halbiruügspunkt von Je ist, bestimmt wird. Der In- 
begriff aller Mitten M ist eine stetige Linie m, welche sich 
in allen Punkten der Linie k auf gleiche Weise errichten 
lässt, so dass ein Punkt C in der Linie k gehend sie auf der 
Fläche $ mitführen kann. Jeder Punkt der Linie m bleibt 
bei dieser Bewegung entweder an demselben Ort, d. h. ist ein 
Ruhepunkt, oder er ist hinsichtlich der Punkte und 0' 
gleich bestimmt und bildet daher auf der Fläche S eine Kreis- 
linie. Ein Ruhepukt jß muss existiren; denn sonst wäre eine 
letzte Kreislinie vorhanden, auf welche man wieder das vo- 
rige Verfahren der Construction der Linie m anwenden könnte. 
Durch die Bewegung der Linie CB auf der Fläche S bis 
zur Rückkehr des Punktes C wird das ganze Segment 3 be- 
I schrieben. Daraus folgt; dass auf dem Segment 3 kein zweiter 

Ruhepunkt T existiren kann, weil sonst dasselbe Segment ^ 
durch die Bewegung der Linien CR und CT beschrieben 
' würde. 
I ' Die Linie m erstreckt sich vom Punkte C an durch den 

Punkt B hindurch bis zum Punkte C; im Punkte B wird 
die Linie m halbirt, so dass also CB = G' B ist. In gleicher 
.Weise wird durch diese Linie die Fläche ^ halbirt. 
' Sind die beiden Segmente 3 und 5' einander gleich, so 

; kann man»dürch Halbiren des auf dem Segmente 3' liegen- 

den Stückes CD der jedesmaligen Kreislinie l einen Inbegriff 
von Punkten M' erhalten, welcher ebenfalls eine stetige Linie 
I m' bildet, durch deren Bewegung das Segment 3' beschrieben 

i werden kann und für welche ebenfalls ein Ruhepunkt JB' 

existirt. Die Linienstücke CB und CB' zusammen erzeugen, 
während der Punkt C durch die ganze Kreislinie k hindurch 
bewegt wird, die ganze Fläche S. Bei dieser Bewegung 
bleiben die Punkte B und i?' in Ruhe; während jeder andere 
Punkt dieser Linie eine Kreislinie beschreibt. 

Man nennt jede Bewegung eines Gebildes, bei welcher 
gewisse Punkte des Gebildes in Ruhe bleiben, eine Drehung. 
Die Drehung kann bis zur Rückkehr in die Anfangslage fort- 
gesetzt werden; den durchlaufenen Weg nennt man eine Um- 
drehung des Gebildes um die festen Punkte, und die durch 
Umdrehung einer Linie erzeugte Fläche eine Rotations- 
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fläche. Aus dem Vorhergehenden erhellt , dass die Kugel- 
fläche als eine Rotationsfläche betrachtet werden kann. 

11. 

Als ümkehrung des vorigen Art. gilt folgender Satz: 
Sind und 0' zwei fest verbundene Punkte, sind ferner A 
und B zwei verschiedene Punkte des Raumes derart, dass 

ÖA = ÖB, Ö^ = ÖT 

ist, so schneiden sich die aus den Mittelpunkten und 0' 
mit den resp. Radien OA und O'A beschriebenen Kugel- 
flächen S und S' in einer Kreislinie, in welcher die beiden 
Punkte A und B liegen; es kann daher der Punkt A in dieser 
Kreislinie durch den Punkt B hindurch bis zur Rückkehr 
bewegt werden*. 

Es seien die Radien OA und O'A einander gleich. Ist 
L ein Punkt von S, welcher ausserhalb der Kugelfläche $' 
liegt, so beschreibe man mit einem Radius, welcher zwischen 
O'A und O'L liegt, eine Kugelfläche S8", welche die Kugel- 
fläche S in einer Kreislinie 1c schneidet. 

Sind die beiden Radien OA und O'A ungleich, und ist 
O'A der kleinere Radius, so beschreibe man aus 0' mit dem 
Radius gleich OA eine Kugelfläche S", welche die Kugel-, 
fläche S in einer Kreislinie 1c schneidet. 

Die Punkte A und B liegen gleichzeitig in» einem der 
beiden Segmente 3 und 5', in welche die Fläche S durch 
die Kreislinie h zerlegt wird. Construirt man daher eine 
Linie m, so muss der Punkt A vom Ruhepunkt R verschieden 
sein , weil sonst auch B mit R identisch sein müsste , was 
gegen die Voraussetzung ist, dass A und B verschiedene 
Punkte sind. Jedem der Punkte A und B entspricht daher 
bei der Bewegung von m eine Kreislinie, diese beiden Linien 
mtissen (der gleichen Bestimmung von A und B gegen 
und 0' wegen) mit einander identisch sein. 

Zusatz. Aus dem eben bewiesenen Satze erhellt, dass 
zwei Kugelflächen sich nur in einem Punkte berühren 
können. 



• Man kann diesen Satz nicht -als evident erklären, ohne die Vor- 
aussetzung zu macheu, dass zwei Kugelflächen nicht zwei Punkte ge- 
mein haben können, ohne sich zu schneiden. 
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Gerade und Ebene. 
12. 

Es sei der Mittelpunkt einer Kugelfläche %, 0' ein 
beliebiger Pud kt derselben: aus dem Punkt 0' als Mittelpunkt 
beschreibe man mit dem Radius '0 eine zweite Kugelfläche 
S'; beide Kugeln sind von einander verschieden und jede 
liegt theilweise innerhalb, theil weise ausserhalb der anderen, 
sie schneiden sich daher in einer Kreislinie Tc, Ebenso schnei- 
den sich die beiden Kugelflächen 2^ und Z", welche aus den 
Mittelpunkten und 0' mit gleichen Radien >00' be- 
schrieben werden, in einem Kreise x; denn alle Punkte der 
Kugelfläche S', also auch der Kugel 2\ welche innerhalb 
der Kugelfläche $ liegen, liegen auch innerhalb der Fläche 2?. 

Das soeben erhaltene System von Kugeln, Kugelflächen 
und Kreislinien wird nicht geändert, wenn man die Mittel- 
punkte und 0' sammt ihren Kugelflächen vertauscht. 

Daraus folgt: Ist A ein beliebiger Punkt der Kreislinie 
h der Flächen S und %\ B der zu A zugehörige Halbirungs- 
pnnkt von it, so können die Mittelpunkte und 0' sammt 
ihren Kugeln um die ruhenden Punkte A und JS derart be- 
wegt werden, dass der Punkt nach 0' und der Punkt 0' 
nach kommt; dabei fällt die Kreislinie h mit ihrer ursprüng- 
lichen Lage zusammen. Aber auch in jeder Kreislinie 'n 
eines jeden Flächenpaares 2J und 2^' gibt es ein Punktpaar 
P und Qy welches bei dieser Bewegung in Ruhe bleibt, so 
dass, wenn M einer dieser beiden Punkte ist, es keinen von 

M verschiedenen Punkt M' gibt derart, dass ABM ^ ABW 

ist. Ein solcher Punkt M wird ein Einziges von AB ge- 
nannt.* 

Diese Punktpaare P und Q werden für jede Kreislinie tc 
auf die folgende Art bestimmt: Ist K ein beliebiger Punkt 

von 7i und nicht ein Einziges von ABy so kann nach 

Art. 11 JE" um AB bis zur Rückkehr bewegt werden. Bei 
der oben erwähnten Bewegung des Kugelsystems falle der 
Punkt K nach JE"'; durch diese Punkte wird die Linie 



* Benennung von W. Bolyai. 
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X in zwei Theile zerlegt: es sei P die 
Mitte des einen und Q die Mitte des 
anderen; die Punkte der Linie PK fallen 
in der neuen Lage mit den Punkten PK' 
der ursprünglichen Lage zusammen, die 
Punkte P und Q sind die Ruhepunkte der 
Drehung. 

Die Punkte P folgen von einem der Punkte Ä oder B, 
etwa von Ä, und die Punkte Q von B an, stetig auf einan- 
der, wenn die Flächenpaare £ und 27' stetig, vom Flächen- 
paare $ und $' an, auf einander folgen. 

Die zwischen den Punkten Ä und B dieser beiden Linien 
befindliche Lücke kann dadurch ausgefüllt werden, dass man 
fortgesetzt Kugelflächen 2J und 27' mit stetig kleiner werden- 
den Radien beschreibt. Die Reihe dieser Radien beginnt von 
00' an und endet mit dem kleinsten Radius, in dem Mo- 
mente, wo die beiden Flächenpaare sich berühren. Durch 
Bestimmung der Ruhepunkte erhält man ein Linienstück 
AB, welches mit den (unbegrenzten) Linien AP und BQ 
eine einzige unbegrenzte Linie bildet, welche die Eigenschaft 
hat, dass sie sämmtliche Ruhepunkte des Kugelsystemes ent- 
hält, welches durch die fortgesetzten Kugelflächenpaare 2J 
und 2:' bestimmt ist. 

13. 

Im vorigen Art. ist die Existenz von Linien nach- 
gewiesen, welche ihre Lage nicht ändern, wenn sie in zwei 
Punkten festgehalten werden. Diese versuchte Lagen ände- 
rung ist derart zu verstehen, dass eine solche Linie, wenn 
sie zugleich einem Flächen- oder Körpergebilde angehörig 
ist, bei der Bewegung des Gebildes (um die festen Punkte) 
lauter Ruhepunkte enthält. Jede Linie von der erwähnten 
Eigenschaft wird eine Gerade genannt. 

Zwei Gerade g^ und g^, welche zwei Punkte M und N 
gemeinsam haben, fallen in allen Punkten zusammen. Denn 
bringt man die beiden Geraden mit der durch das Kugel- 
system der Punkte und 0' des vorigen Art. bestimmten 
Geraden g in eine solche Lage, dass die gemeinsamen Punkte 
M und N in diese Gerade g fallen, so müssen sämmtliche 
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Punkte der Geraden g^ und g^ mit den Punkten der Geraden 
g zusammenfallen. Denn im entgegengesetzten Falle müss- 
ten die Punkte der Geraden g^ oder ^^ oder beider Geraden, 
welche ausserhalb der Geraden g fallen, als Punkte des 
Kugelsystems betrachtet bei der Bewegung von und 0' 
von den Ruhepunkten verschieden sein. 

Die Gerade kann aus congruenten Stücken zusammen- 
gesetzt gedacht werden, nach den beiden entgegengesetzten 
Richtungen ins Unbegrenzte verlängert und jedes zwischen 
zwei Punkten enthaltene Stück, welches eine Strecke ge- 
nannt wird, ins Unbegrenzte getheilt werden. 

Der Abstand zweier Punkte wird durch die zwischen 
ihnen enthaltene Strecke bestimmt. 

14. 

Der Inbegriflf aller Kreislinien x, welche als die Schnitte 
der Flächenpaare 2 und 2J' erscheinen, bildet eine Fläche, 
welche eine Ebene genannt wird. Dieselbe kann durch 
Bewegung der Geraden PÄBQ (d. i. durch Bewegung der 
Kugelflächen um die Punkte und 0') erzeugt werden. 
Daraus erhellt, dass die Ebene vermittelst der Geraden auf 
die folgende Art erhalten werden kann: Eine Kreislinie als 
Durchschnittslinie zweier gleicher Kugelflächen werde in den 
Punkten Ä und B halbirt. Durch die Punkte 
A und B ist eine Gerade bestimmt; es sei 
ferner C die Mitte der Strecke AB. Eine 
der beiden Hälften der Kreislinie werde in 
D halbirt, so ist durch die Punkte C und D 
eine zweite Gerade CD bestimmt, welche JE 

senkrecht auf der Geraden AB genannt wird. Dreht man 
die erhaltene Figur um AB^ so beschreibt die Gerade CD 
eine Ebene. 

Die Ebene ist eine umkehrbare Fläche. Vertauscht man 
nämlich die Punkte und 0' sammt ihren Kugelflächen 
untereinander, so fallen die Kreislinien x wieder zusammen. 
Für die eben erwähnte Erzeugung der Ebene denke man sich 
die vorige Figur nochmals und lege sie mit der ersten so zu- 
sammen, dass die Geraden AB und BA sich decken; dann 
werden auch die beiden Ebenen sich decken. Die beiden 
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(entgegengesetzten) Seiten der Ebene sind daher gleichartig; 
jedem Punkt des Raumes auf der einen Seite der Ebene 
entspricht ein gleichliegender Punkt auf der entgegengesetz- 
ten Seite. 

Die Gerade AB heisst „senkrecht auf der Ebene ina 
Punkte C". 

15. 

Für die Entwicklung der übrigen fundamentalen Eigen- 
schaften der Ebene sind einige vorbereitende Sätze nöthig. 

Durch drei Punkte und die drei von je zwei Punkten 
bestimmten Strecken ist ein Gebilde bestimmt, welches ein 
Dreieck genannt wird. Die drei Strecken heissen die Sei- 
ten des Dreiecks. Aus Art. 11 folgt, dass zwei Dreiecke, 
welche die drei Seiten wechselweise gleich haben, congruent 
sind. 

Zwei von einem Punkte A ausgehende Gerade AB und 
AM bilden einen Winkel; der gemeinsame Punkt heisst 
der Scheitel, die von ihm ausgehenden Geraden heissen 
die Schenkel des Winkels, derselbe wird durch MAS 
oder BAM bezeichnet. Werden die Schenkel als starre 
(d. i. feste) Linien gedacht, so kann der Winkel an einen 
beliebigen anderen Ort des Raumes gebracht werden; bleibt 
der Scheitel A und ein Schenkel AB ungeändert, so ist die 
Lagenäuderung eine Drehung des zweiten Schenkels -4. iltf um 
den ersten AB, Wegen der Gleichartigkeit und Stetigkeit 
des Raumes wird durch die Umdrehung des bewegten 
Schenkels eine zusammenhängende Fläche (Kegelfläche) be- 
schrieben; sind M und N zwei beliebige Punkte derselben, 
so sind die Winkel MAB und NAB einander gleich. Um- 
gekehrt: Zwei Winkel sind einander gleich, wenn sie in eine 
solche Lage gebracht werden können, dass ihre Scheitel und 
Schenkel zusammenfallen. 

Daraus folgt: Zwei Dreiecke sind congruent, wenn sie 
zwei Seiten und den von ihnen eingeschlossenen Winkel 
wechselweise gleich haben. 

16. 

1) Eine Gerade, welche zwei Punkte M und JV" mit einer 
Ebene @ gemein hat, liegt vollständig in der Ebene 6. 



J 
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Fig. 5. 




Es sei die Gerade AB auf der Ebene (S im Punkte C 
senkrecht^ dabei werde AC = JBC vorausgesetzt. Für jeden 
beliebigen Punkt P der Geraden MN ist 
nur zu beweisen, dass die Gerade CP im ^ 
Punkte C auf der Geraden AB senkrecht 
steht; indem dann nach Art. 14 die Ge* 
rade CP als eine specielle Lage der die C 
Ebene 6 erzeugenden Geraden betrachtet 
werden kann. Mit Berücksichtigung des 
vorigen Artikels erhält man nach einander ^ 

AACM^ABCM 
AACN^ ABCN, 
AAMN^ABMN, 
AAMP^ABMP, 

AAGP c^.ABCP; 

woraus die Gleichheit der Winkel ACP und BCP folgt. 
Die Gerade CP ist daher auf der Geraden -4jB im Punkte 
C senkrecht. 

2) Durch drei Punkte A, B, C, die nicht in einer Ge- 
raden liegen, ist eine und nur eine Ebene bestimmt. Hätten 
zwei Ebenen @ und 6' die drei Punkte A, B, C gemeinsam, 
so hätten sie auch die drei Geraden AB, BC, CA gemein- 
sam, welche auf jeder der beiden Ebenen ein Dreieck ABC 
abgrenzen. Ist P ein beliebiger Punkt der Ebene 6, so liegt 
derselbe entweder innerhalb oder ausserhalb des ümfanges 
des Dreiecks ABC Liegt P innerhalb, so ziehe man die 
Gerade AP und verlängere dieselbe von P an ins Unbe- 
grenzte, wodurch die Gerade BC in einem Punkte, etwa D, 
geschnitten wird. Die Gerade AD, also auch der Punkt P, 
liegen in beiden Ebenen. Liegt der Punkt P ausserhalb der 
Figur ABC und z. B. auf der entgegengesetzten Seite von 
BG mit dem Punkte A, so ziehe man die Gerade PAy 
welche also die Gerade PC in einem Punkte, etwa D, 
schneidet; u. s. w. 

3) Zwei verschiedene Ebenen (S und (§', welche einen 
Punkt .^ gemeinsam haben, schneiden sich in einer Geraden. 
Denn zieht man in der Ebene (S durch den Punkt A eine 

Frischauf, Elemente der absoluten Geometrie. 2 
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Gerade MN, wo der Punkt A auf der Strecke MN voraus- 
gesetzt wird, 80 liegen die Tlieile MÄ und AN auf den 
entgegengesetzten Seiten der Ebene 6'. Ist P ein Punkt 
der Ebene Q:, ausserhalb der Geraden MN, der mit M auf 
derselben Seite von 6' liegt, so schneidet die Gerade PN 
die Ebene ©' in einem Punkte, etwa B. Die Gerade AB 
ist daher die Durchschnittslinie der beiden Ebenen (S und 6'. 

Zusatz ]. In jedem (beliebigen) Punkte C einer Ebene 
ist eine und nur eine auf dieser Ebene senkrechte Gerade 
AB möglich. Macht man die Strecken CA und CB einan- 
der gleich, so können die Punkte A und B als die Mittel- 
punkte der die Ebene erzeugenden Eugelfiächen betrachtet 
werden. 

Zusatz 2. Dreht man in einer Ebene eine ' Strecke 
derart, dass der eine Endpunkt in unveränderter Lage bleibt, 
so beschreibt der andere Endpunkt eine Kreislinie, welche 
als der Durchschnitt zweier Eugelfiächen mit gleichen Ra- 
dien betrachtet werden kann; der unveränderliche Punkt 
heisst der Mittelpunkt, die gedrehte Strecke des Ra- 
dius der Kreislinie; das erzeugte Gebilde wird ein Kreis 
genannt. 

Anmerkung. Ist die Kreislinie der Durchschnitt zweier Kugel- 
ilächen mit verschiedenen Radien, so ist zum Nachweis, dass sie eine 
ebene Linie ist, der Satz, ,,dass von einem Punkte ausserhalb einer 
Geraden nur eine Senkrechte möglich ist," erforderlich. 

17. 

Im Art. 16 wurde eine vorläufige Definition des 
Winkels zweier Geraden gegeben. Aus der Existenz der 
Ebene folgt, dass ein solcher Winkel ein ebenes Gebilde ist. 
Gewöhnlich wird derselbe entweder als ein Lagengebilde oder 
als das Mass der Drehung einer Geraden oder als Mass der 
(unbegrenzten) Fläche zwischen seinen Sehenkeln angesehen. 
Alle diese Massbegriffe sind aus dem Satze ,, die Kreislinie 
ist aus congruenten Theilen zusammengesetzt^' entlehnt. 
Aus dieser Eigenschaft folgt, dass zwei Theile derselben 
Kreislinie in gleicher Weise wie zwei Strecken gemessen 
werden können. Man kann daher das Verhältniss eines 
Kreisbogens AB zum Umfange u durch eine (ratio- 
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nale oder irrationale) Zahl darstellen. 
Für eine zweite concentrische Kreislinie 
welche den Geraden OA und OB in 
den Punkten A' und JB' begegnet, hat / 
das Verhältniss des Bogens A'B' zum ' 
zugehörigen Umfange' denselben Werth; 
es ist daher 

AB'.u = AB : u\ 

Gleiches gilt auch von den Flächen concentrischer Kreis- 
theile begrenzt von den in dieselben Geraden fallenden Ra- 
dien und den zugehörigen Kreisbögen. 

Durch diese für alle concentrischen Kreise constanten 
Verhältnisszahlen des Bogens AB zum Umfang m, der 
Fläche des Kreisausschnittes AOB zur Fläche des ganzen 
Kreises wird der Winkel der Geraden OA und OJB gemessen. 
Ist die Masszahl = ^, so wird der Winkel AOB ein rechter 
genannt, und durch B bezeichnet. Die Linien OA und OB 
sind im Punkte auf einander senkrecht, man bezeichnet 
dies durch OB _L OA oder OA JL OB. 

Anmerkung. Bei der Auswerthung oder Vergleichung zweier 
Winkel durch Zahlen ist immer zu berücksichtigen, dass sie durch 
Bögen oder Flächen von Kreisen mit gleichen Kadien gemessen 
werden, falls man sie nicht einzeln durch die Masszahlen an ihren 
Kreisen ausdrückt. 

18. 

Zwei Ebenen, welche durch dieselbe Gerade gehen, bilden 
einen Keil (oder Flächenwinkel). Die Gerade heisst die 
Kante, die beiden durch sie halbbegrenzten Ebenen die 
Seiten des Keils. 

Errichtet man in einem beliebigen ^^^' ^* 

Punkt A der Kante des Keils in den \^ ^^€ 

beiden Seiten Senkrechte AB und AC jg>^ 



X 



\ 



tr' 



auf die Kaute, so ist der Winkel BAC \ 

von unveränderlicher Grösse für jede ^x 
Lage des Punktes A; dieser Winkel ist ^ 

daher das Mass des Keils. ^• 

Es sei A' ein beliebiger zweiter Punkt der Kante, A'B' 
und A'C seien die Senkrechten in den Seiten des Keils 
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•A" die Mitte der Strecke AÄ' und ^"JB" und ^"C" die 
zugehörigen Senkrechten in den Seiten. Msm kann nun das 
Gebilde B"A"C' B'A'C so mit dem Gebilde C'A'B' 
CAB zur Deckung bringen, dass die Geraden 

A"B'\ A"C\ A"A 

des eiuen Gebildes , mit den Geraden 

^"C", A"B'\ A"A' 

des anderen Gebildes zusammenfallen , wodurch auch der 
Scheitel und die Schenkel des Winkels jß^C mit dem Schei- 
tel und den Schenkeln des Winkels C'A'B' zusammenfallen. 

19. 

Zwei Ebenen stehen auf einander senkrecht, wenn 
sie einen rechten Eeil bilden. 

1) Zieht man in einem beliebigen Punkte A der Durch- 
schnittslinie a zweier senkrechten Ebenen % und %' eine 
Gerade a senkrecht auf die eine Ebene H, so liegt diese 
Gerade in der zweiten Ebene %\ 

2) Ist eine Gerade auf einer Ebene % senkrecht, so ist 
jede durch die Gerade gelegte Ebene 93 auf der gegebenen 
Ebene % senkreckt. 

3) Die Durchschnittslinie a zweier auf einer dritten 
Ebene 93 senkrechten Ebenen 91 und ^' steht auf derselben 
Ebene 35 senkrecht. 

4) Zwei Gerade a und a, welche auf einer Ebene % 
senkrecht stehen, liegen in einer auf dieser senkrechten 
Ebene 51'. 

Die Beweise dieser Sätze ergeben sich aus dem vorigen 
Art mit Zuziehung des Satzes, dass in einer Ebene in 
einem Punkt einer Geraden auf diese nur eine einzige Senk- 
rechte möglich ist. 




Zweites Buch. 
Unendlicher Raum. 

Erster Abschnitt. 
Parallelen -Axiom nnd enclidische Geometrie«* 

Das geradlinige Dreieck. 

20. 

1) Man kann jedes Dreieck ABC 
in ein flächengleiches ABJS verwan- 
deln, in welchem die Summe der Win- 
kel A und E gleich dem Winkel A 
des gegebenen Dreiecks ABC ist. 

Verbindet man die Mitte D der Seite BG mit dem 
Punkt A und macht die Verlängerung DE = AD, so ist 

AADC^AEDB; 

addirt man dazu das Dreieck ABB, so erhält man den 
obigen Satz. 

2) Es sei A der kleinste Winkel des Dreiecks ABCy 
dieser wird in zwei Theile EAB und EAC=AEB zer- 
legt^ welche entweder gleich oder verschieden sein können. 
Wendet man das obige Verfahren auf das Dreieck ABE 
derart an, dass man wieder den kleinsten Winkel in zwei 
Theile zerlegt, so erhält man ein neues Dreieck, dessen 
Fläche und Winkelsumme gleich ist der Fläche und Winkel- 
summe des ursprünglicl^pn Dreiecks ABC und in welchem 



'^ In diesem Abschnitte sind alle bekannten und leicht beweis- 
baren Sätze, besonders, wenn sie sich nicht auf die Paralleleniheorien 
beziehen, weggelassen. Ebenso sind alle nicht erklärten Bezeichnun- 
gen im gewöhnlichen Sinne zu nehmen. 
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zwei Winkel zusammen gleich oder kleiner sind als die 
Hälfte des kleinsten Winkels A des gegebenen Dreiecks. 
Durch n malige Anwendung dieser Operation erhält man ein 
Dreieck LMN, welches mit dem Dreiecke ABC gleiche 
Fläche und Winkelsumme hat und in welchem die Summe 
zweier Winkel, etwa M und JV kleiner ist als -4:2», also 
(für ein hinreichend grosses w) kleiner gemacht werden kann 
als jede noch so kleine gegebene Grösse. 

Daraus folgt: Die Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks A^BC kann nicht grösser sein als zwei Rechte. Denn 
wäre die Winkelsumme = 2 J{ + a, so könnte man aus 
dem Dreiecke ABC ein Dreieck LMN erhalten, in welchem 
die Summe zweier Winkel kleiner als «, der dritte Winkel 
also grösser als 2 R sein müsste. 

Die Summe der Winkel eines Dreiecks ist daher ent- 
weder gleich oder kleiner als zwei Rechte. 

Der Aussenwinkel eines Dreiecks ist entweder gleich 
oder grösser als die Summe der beiden inneren nicht an- 
liegenden Winkel. 

„. o Durch einen Punkt B ausser- 

flg. ». 

halb einer Geraden AA' kann 

man eine Gerade BM derart 

'-.^ ziehen, dass sie mit der Gera- 

jf A den AA' einen beliebig kleinen 

Winkel bildet. 
Man ziehe willkürlich die Gerade BC, welche mit der 
Geraden AA' den spitzen Winkel ACB bildet, mache 
CD ^= BCy so ist in dem gleichschenkligen Dreieck BCD 
nach Art. 20 der Winkel D^^ACB. 

Durch fortgesetzte Wiederholung dieser Cpnstruction er- 
hält man schliesslich eine Gerade JB Jf , die mit der Geraden 
AA' einen Winkel bildet, der kleiner ist als jede beliebig 

kleine Grösse. 

22. 

Ist in einem Dreieck ABC die Summe der Winkel 
gleich zwei Rechte, so ist auch die Summe der Winkel 
eines jeden Dreiecks gleich zwei Rechte. 

1) Beträgt die Winkelsumme des Dreieqks ABC zwei 
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Rechte, so beträgt dieselbe auch in je- 
dem vom Dreieck ABC abgeschnitte- 
nen Dreiecke wie ÄDC, ADE zwei 
Rechte. 

^ j, 

Denn würde die Winkelsumme der Dreiecke ADC und 
DBC resp. 2 R — x und 2 R — y betragen, so erhielte man 
durch Addition der Winkelsummen der beiden Dreiecke 
2 R — (x -{- y) als Winkelsumme des Dreiecks ABC. Das- 
selbe .gilt auch vom Dreiecke ADE. 

2) Zerlegt man das Dreieck ABC durch die Höhe CD 
in zwei rechtwinklige Dreiecke, so kann 
man eines derselben, etwa ADC durch rig. i». 

Anlegung eines congruenten zu tinem 
Viereck ADCE ergänzen, in welchem 
jeder Winkel ein rechter ist. 

Aus dem Vierecke ADCE kann durch ^ J^ S 

fortgesetzte Anlegung des gegebenen ein 
anderes Viereck mit vier rechten Winkeln und den in eine 
Ecke zusammenpassenden Seiten von der Länge mAE und 
EC und aus diesem wieder ein Viereck mit abermals vier 
rechten Winkeln und den in eine Ecke zusammenstossenden 
Seiten mAE und nEC, wo m und n beliebig grosse Zahlen 
sind, erhalten werden. Dieses Viereck wird durch eine Dia- 
gonale in zwei congruente rechtwinklige Dreiecke getheilt, 
für welche die Winkelsumme je 2i2 beträgt. Von einem 
solchen Dreieck kann man jedes beliebige andere recktwink- 
lige abschneiden; die Winkelsumme eines jeden rechtwink- 
ligen, also auch jedes beliebigen Dreiecks beträgt daher 
zwei Rechte. 

Daraus folgt mit Berücksichtigung des Art. 20, 2): die 
^umme der Winkel eines Dreiecks ist entweder in jedem 
Dreieck gleich zwei Rechte oder sie ist in jedem Dreieck 
kleiner als zwei Rechte. 

Die Entscheidung, welche von diesen beiden Annahmen 
in der Wirklichkeit stattfindet, steht im Zusammenhang mit 
der Untersuchung der einander nicht schneidenden Geraden, 
welche in derselben Ebene liegen. 
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Nicht sohneidende Gerade in derselben Ebene, i>arallele 

Gerade. 

23. 

1) Zwei Gerade AA' und BB\ welche von einer dritten 
Geraden AB derart geschnitten werden, dass die Summe der 

innern Winkel, welche auf derselben Seite 
Fig. 12. (Jer schneidenden Geraden AB liegen, zwei 

Rechte beträgt, können sich nicht schneiden. 
Sind AA" uud BB" die Rückverlänge- 
rungen von AA' und BB\ so können 
die Gebilde A'ABB' und B'BAA" zur 
Deckung gebracht werden. Würden sich daher 
AA' un^ BB' schneiden, so müssten sich 
auch AA" und BB" schneiden. Es ist da- 
i her die Existenz von einander nicht schnei- 

^ denden Geraden in derselben Ebene nach- 
gewiesen. 

2) Ist C die Mitte von AB, und DE eine beliebige durch 
C gezogene Gerade, welche die Gerade Ä A' also (wegen der 
Congruenz der Gebilde Ä ABB' und B"BAA ) auch die 
Gerade B'B" schneidet, so beträgt auch die Summe der bei- 
den auf derselben Seite von D£ liegenden Winkel zwei Rechte. 

Aus ACAD^-ACBE folgt Winkel ADC^CEB, 
also 

ÄDE + BEB = ADE + (2Ä - ADE) = 2R, 

24. 
Man kann nach dem vorigen Artikel in einer Ebene 

durch einen Punkt A ausserhalb einer Ge- 
raden B'B' mindestens eine die Gerade 
BB' nicht schneidende Gerade AA" ziehen, 
indem man etwa AB Ju B' B" und AA' 
A- AB zieht. Alle im Punkte A halbbe- 
grenzten Geraden auf derselben Seite der 
Geraden AB, welche ausserhalb des Strei- 
fens AA" und B'B" fallen, schneiden die 
Gerade BB' nicht; hingegen kann man 
innerhalb der halbbegrenzteu Fläche A ABB" 
Gerade (wie AC in der Figur) ziehen, welche 
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die Gerade BB' schneiden; d. h. man kann alle auf der- 
selben Seite der Geraden AB liegenden im Punkte Ä halb- 
begrenzten Geraden in zwei Glassen bringen: 1) in solche^ 
welche die Gerade BB' nicht schneiden, und 2) in solche, 
welche die Gerade BB' schneiden. Die gemeinsame Grenz- 
linie dieser beiden Classen wird die Parallele zur Geraden 
BB' genannt; diese Grenzlinie ist nun entweder mit der 
Geraden ÄÄ' identisch oder liegt innerhalb des Streifens 
AABB'y in diesem Falle sei etwa die Gerade AI) die 
Parallele. In jedem Falle besteht das Kennzeichen der Paral- 
lelen durch einen Punkt A zu einer Geraden BB' darin, 
dass sie der Geraden BB' nicht begegnet, dass aber jede 
andere Gerade, wie z. B. die Gerade AC^ die man gegen 
die Gerade BB' hin unter einem noch so kleinen Winkel 
resp. CAA' oder GAB mit der Parallelen zieht, die Gerade 
BB' schneidet. 

Ist die Parallele die Gerade AA\ dann werden alle 
übrigen durch den Punkt A gezogenen Geraden die Gerade 
BB" schneiden. 

Ist eine von AÄ verschiedene Gerade, etwa die Gerade 
AD die Parallele, so mache man auf der entgegengesetzten 
Seite von AB den Winkel BAE=BAD. Die Gerade 
AE ist dann die Parallele zur Geraden BB" uud sind AD' 
und AE die Rückverlängerungen von AD und AE, so wer- 
den alle innerhalb der Winkel DAE' und EAD' gezogenen 
Geraden (mit sammt ihren Rückverlängerungen) nicht schnei- 
dende Gerade zur Geraden B'B" sein, während die übrigen 
Geraden (oder ihre Rück Verlängerungen) die Gerade B'B" 
schneiden. Man erhält in diesem Falle für den Punkt A 
ausserhalb der Geraden B' B" folgende Classen von Geraden: 
1) Schneidende Gerade, 2) Nichtschneidende Gerade, 
3) Zwei durch den Punkt A gehende parallele Gerade, 
nämlich die Gerade AD parallel zur Geraden BB' und die 
Gerade AE parallel zur Geraden BB" (die Rückverlängerung 
von BB'), In diesem Falle muss man ausserdem die Rich- 
tung des Parallelismus berücksichtigen, während dies im vo- 
rigen Falle überflüssig ist. 

Dass die Gerade AB — in der Richtung von A nach 
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Flg 14. 




S — zur Geraden CD — in der Richtung Ton C nach D 
— parallel ist, wird durch 

AB II CD 
bezeichnet. 

25. 

Aus der Definition für Parallele ergeben sich folgende 
Eigenschaften : 

1) Eine Gerade ÄA' ist an 
allen ihren Punkten zu einer Ge- 
raden B B' parallel, d. h. ist 
ÄÄ' II BB, so ist auch Ä^A J BB', 
A2A' \\ BB\ . . wo A^, A^j . . 
beliebige Punkte der nach beiden 
Richtungen unbegrenzten Geraden 
AA' sind. 

a) Liegt der Punkt A^ auf der Geraden AA'^ so ziehe man 
die Gerade A^C unter einem beliebig kleinen Winkel 
Ä A^C. Für jeden Punkt C der halbbegreiizten Ge- 
raden A^G schneidet die Gerade AC die Gerade BB' 
etwa in D, In das Dreieck ABDj wo AB JL BB' 
ist, tritt die unbegrenzte Gerade A^ C ein, sie muss da- 
her den Umfang desselben nochmals und zwar in einem 
Punkte der Seite BD, etwa in E^ schneiden. 

b) Liegt der Punkt A2 in der Rückverlängerung der Ge- 
raden AA\ so ziehe man die Gerade JLji^ unter einem 
so kleinen Winkel, dass die Gerade ^jB in i^ geschnitten 

wird. Macht man den Winkel J.' J.D = J-'J-j-^? ^^ 
schneidet die unbegrenzte Gerade -4.2 -F den Umfang des 
Dreiecks ABD nochmals und zwar in einem Punkte 
der Seite JBD, etwa in G, 

2) Zwei Gerade sind stets gegenseitig parallel; d. h. ist 
AA' II BB\ so ist auch BB' \\ AA\ 

Ist AA' II BB\ so kann man für jeden beliebigen Punkt 
A der Geraden AA' einen Punkt B der Geraden BB' der- 
art finden, dass Winkel A AB = B'BA ist. Wach Art. 22, 
kann man eine Gerade AG so ziehen, dass der Winkel 
ÄAG<,AGB> ist. Macht man auf der Geraden GB von C 
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aus die Strecke CD = AC, so ist der Winkel B'DA ^ 
DAC<I)ÄA'. Bewegt man nun den Punkt C bis D, und 
verbindet seinen jedesmaligen Ort 
mit dem Punkte A^ so erhält man 
für einen auf der Strecke OB lie- 
genden Punkt, etwa B, eine Ver- 
bindungslinie AB derart, dass 
A' AB = B'BA ist, woraus un- 
mittelbar die Eigenschaft der Ge- 
genseitigkeit des Parallelismus folgt. ^ 

Ist M die Mitte der Strecke AB, MM' ± AB, so ist 
MM' II AA' und MM' \\ BB\ Denn würde die Gerade AA' 
die Gerade MM schneiden, so müsste auch die BB' die 
MM' in demselben Punkte schneiden. Zieht man AC unter 
einem beliebig kleinen Winkel A'AC, so begegnet dieselbe 
der Geraden BB\ also auch der Geraden MM\ 

3) Zwei Gerade BB' und CC, welche einer und der- 
selben Geraden AA' nach derselben Richtung parallel sind, 
sind zu einander parallel. 

a) Die drei Geraden AA', BB', CG' liegen in derselben 
Ebene. 

Dass die Geraden BB' und CG' sich nicht schneiden 
können, folgt unmittelbar daraus, weil sonst durch den Durch- 
schnittspunkt nach derselben Seite mit der Geraden AA' 
zwei Parallele möglich wären. 

Folgen die drei Geraden in der Ordnung AA\ BB', CG' 
auf einander, so ziehe man von einem Punkte G der Geraden 
CG' die Gerade CD unter einem beliebig kleinen Winkel 
C' CD gegen die Gerade AA', welche also diese Gerade, etwa 
in D, mithin auch die Gerade BB', etwa in E, schneidet. 

Folgen die Geraden in der Ordnung ££', AA', CG' ant 
einander, so ziehe man von einem beliebigen Punkt der Ge- 
raden BB' oder CG', etwa vom Punkt G der Geraden CG', 
eine Gerade unter einem beliebig kleinen Winkel D CG' gegen 
die Gerade AA', welche also die Gerade AA', etwa in D, 
schneidet. Die Verlängerung der Geraden CD schneidet, 
wegen AA' \\ BB', die Gerade BB' in einem Punkte, etwa 
in E^ 
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Fig. 16. 




b) Die Ebenen A'A'B und A'AC bilden mit einander 
einen Winkel. 
Zunächst ist zu beweisen ^ dass die Geraden £f und 
CC in einer Ebene liegen. 

Ist BD eine Gerade in der Ebene der Parallelen AA' und 

BB\ so begegnet diese der Geraden AAl 
etwa in T), Die Ebene CBD begegnet 
der Ebene der Parallelen AA' und CC 
in der Geraden CD. 

Man bewege die Ebene CBD so 
lauge, bis der Durcbscbnittspunkt D ver- 
schwindet; dies ist der Fall, wenn die 
Gerade BD mit der Geraden BB', also 
die Ebene CBD mit der Ebene CBB' 
zusammenfallt. Auf gleiche Weise fällt 
dann die Ebene BCD mit der Ebene BCC zusammen. Die 
Geraden BB' und CC liegen daher in dieser Endlage der 
Ebene BCD. 

Dass BB' II CC ist, folgt nun so: Wäre in der Ebene 
der Geraden BB' und CC die Gerade BB" \\ CC, so müssten 
(nach dem eben bewiesenen, wegen AA' \\ CC,) die Geraden 
-BJB" und AA' in derselben Ebene liegen; die beiden Ebenen 
BB'CC und AA'BB' hätten dann zwei Gerade BB' und 
jB-B" gemeinsam, was unmöglich ist. 

Zusatz. Aus b) kann a) so erhalten werden: Es sei 
DD' ausserhalb der Ebeue AA', BB', CC und DD' \\ AA'. 
Dann ist, wegen AA' \\ BB', AA' \\DD', nach b) DD' \\ BB'. 
Auf gleiche Weise folgt DD' || CC und damit wieder nach 
b) BB' II CC. 

Winkel zweier Parallelen mit einer sehneidenden Geraden. 

26. 

Ist für irgend zwei Parallele J^ J.' und BB' 
die Summe der inneren Winkel A und B auf 
derselben Seite einer schneidenden Geraden AB 
gleich zwei Rechte, so ist dies auch für jedes 
andere Paar Parallele CC und DD' der Fall. 

Man kann nach Art. 23, 2) immer voraus- 
setzen, dass der Winkel A AB ^=C CD ist. 



Fig. 17. 

x r B' 
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Legt man die Figur CG' DD' so auf die Figur AABB\ dass 
die Geraden AA und CC\ CD und AB in ihrer Richtung 
zusammenfallen, so falle der Punkt D auf E und die Gerade 
DD' nach EE\ 

Liegt der Punkt E auf der Strecke ABj so folgt nach 
Art. 25, 3) aus 

AÄ II BB\ CC oder AA || 2)2)' oder EE\ AA \\ EE' \\ BB\ 

Ist die Summe der inneren Winkel A AE -{- E' EA = 
2R — X, E'EB + B'BE=2R — y, wo rc und y positiv 
sind, so erhält man durch Addition 

AAB + B'BA = 2 B — (o; + y\ 
also 

^ + 2/ = 0; 
was nur möglich ist, für rr = und y = 0. 

Fällt der Punkt D in den Punkt jB, so fällt die Gerade 
2)2)' mit der Geraden BB' zusammen. 

Fällt der Punkt 2) ausserhalb der Strecke AB, so kann 
man aus der Figur AABB\ indem man mit ihr congruente 
Figuren zusammenfügt, eine derartige erhalten, dass der Punkt 
E auf die Strecke AB oder in den Endpunkt B der neuen 
Figur fällt. Vergl. Art. 22. 

Daraus folgt, dass die Summe der inneren Winkel zweier 
Parallelen mit einer schneidenden Graden entweder jedesmal 
zwei Rechte beträgt oder jedesmal kleiner als zwei Rechte ist. 



Zusammenhang der Parallelen und der Winkelsumme des 

Dreiecks. 

27. 

Beträgt die Summe der inneren Winkel zweier Parallelen 
mit einer schneidenden Geraden zwei Rechte, so ist durch 
jeden Punkt ausserhalb einer Geraden nur eine einzige 
Parallele möglieh, und alle andern (in derselben Ebene) durch 
diesen Punkt gezogenen Geraden schneiden die gegebene Ge- 
rade. Unter dieser Voraussetzung beträgt auch die Winkel- 
summe eines jeden Dreiecks zwei Rechte. 

Zieht man nämlich durch eine Spitze, etwa JB, die Gerade 
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B' B" parallel zur gegenüberliegenden Seite -4 C des Dreiecks 

ABC, so ist 

Winkel Ä = ABB\ C = CBB\ 

also 

A-\-B + C = 2R. 

Umgekehrt. Beträgt die Winkel- 
summe eines Dreiecks zwei Rechte, so 
ist die Summe der inneren Winkel 
zweier Parallelen mit einer schneiden- 
den Geraden gleich zwei Rechte. 

Ware nämlich für AA' || BB' Winkel A'AB + B'BA 
= 2Ü — a, so konnte man nach dem Art. 21 ein Dreieck 
ABC construiren, in welchem der Winkel C <Z a voraus- 
gesetzt werden kann, also der Winkel ABC > ABB' sein 
müsste, was unmöglich ist, da £C innerhalb der Figur ÄABB' 
fallen muss. 

Die beiden Voraussetzungen: 1) die Summe der inneren 
Winkel zweier Parallelen mit einer schneidenden Geraden be- 
trägt zwei Rechte, und 2) die Summe der Winkel eines Drei- 
ecks beträgt zwei Rechte, sind daher mit einander identisch. 
Dasselbe gilt von der Voraussetzung: durch einen Punkt 
ausserhalb einer Geraden ist nur eine einzige, die gegebene 
Gerade nicht schneidende Gerade möglieh. 

EuolidiBChe Geometrie. 

28. 

Aus den Voraussetzungen des vorigen Artikels, welche 
mit dem sogenannten elften Axiom Euclid's „Zwei Gerade, 
welche von einer dritten so geschnitten werden, dass die beiden 
innern an einerlei Seite liegenden Winkel zusammen kleiner 
als zwei Rechte sind, schneiden sich hinreichend verlängert 
an eben dieser Seite" identisch sind, erhält man die gewöhn- 
liche „euclidische" Geometrie. In dieser haben die Punkte 
der Parallelen gleiche Abstände, und umgekehrt: der Ort 
aller Punkte, welche von einer Geraden gleichen Abstand 
haben, ist eine zur ersteren parallele Gerade. 

Die euclidische Geometrie hielt man bis in dieses Jahr- 
hundert als die einzig mögliche Form der Raumwissenschaft. 
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Man huldigte fast allgemein der Ansicht, dass das Parallelen- 
Axiom eine Folge der Eigenschaft der Geraden, also mit Hülfe 
der übrigen Grundsätze und Axiome beweisbar sei*. Dass 
diese Beweisversuche erfolglos sein mussten, wird im zweiten 
Abschnitte dieses Buches nachgewiesen; hier mag nur bemerkt 
werden, dass die auf der erwähnten Ansicht basirten Par- 
allelentheorien mit Ausnahme von Legendre kaum etwas 
wissenschaftlich Bemerkenswerthes zu Tage forderten. 

29. 

Bei dem Unvermögen, einen wissenschaftlicher Strenge 
genügeuden Beweis für das Parallelen- Axiom zu liefern**, er- 
setzte man dasselbe durch Voraussetzungen, die mehr An- 
schaulichkeit besitzen. 

Am meisten erwähnenswerth ist der Versuch von Le- 
gendre, welcher folgenden Satz voraussetzt: „Durch einen 
Punkt innerhalb der Schenkel eines spitzen Winkels kann 
immer eine Gerade derart gezogen werden, dass sie die bei- 
den Schenkel des Winkels schneidet.^^ Damit lässt sich be- 
weisen, dass die Summe der Winkel eines Dreiecks ABC 
nicht kleiner als 211 sein 'kann. Man lege an das Dreieck 
ABC Abb congruente BCD an und ziehe 
durch jD eine Gerade EFj welche die 
Schenkel AB und AC schneidet. Wäre 
die Winkelsumme des Dreiecks ABC = 
2JR — Xy die der Dreiecke BDE und' 
CDF resp. 2Ü — y und 2iJ — ;^, so 
wäre 2B -^ 2x — y — z die Winkel- 
summe des Dreiecks AEF, dieselbe also 
<Z2B — 2x, Durch w malige Anwendung dieses Verfahrens 
erhält man ein Dreieck AMN^ in welchem die Winkelsumme 




* Dass die Einreihung dieses Satzes unter die Grundsätze (Axiome] 
nur auf einem Versehen einiger Handschriften über Euclid beruhte, 
hat H. Hankel in seinen ^^Vorlesungen über complexe Zahlen und 
ihre Functionen" S. 52 nachgewiesen. 

** Eine ziemlich vollständige Zusammenstellung der hieher gehö- 
rigen Literatur findet man in dem Sohnke'schen Artikel „Parallel^ der 
Encyklopädie von Er seh und Grub er. An diese reiht sich noch an 
die Theorie von Bouniakowsky (Memoires de V Aead^mie de Pd- 
tersbourg. Sdrie VI, Sciences mat. et phys., tome IV.), welche zugleich 
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kleiner als 2R — 2^x, also für ein hinreichend grosses n auch 
negativ sein konnte. 

30. 

Das anschaulichste Axiom hat W. Bolyai* ausgespro- 
chen: „Drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, liegen 
immer auf einer Kugelfläche." 

Die beiden Voraussetzungen: „1) Drei Punkte, die nicht 
in einer Geraden liegen, liegen auf einer Kugelfläche; 2) drei 
Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, liegen in dem 
Umfange eines Kreises" sind mit einander identisch. Denn 
die Senkrechte von dem Mittelpunkte der Kugel auf die Ebene 
der drei Punkte bestimmt den Mittelpunkt des Kreises, in 
dessen Umfang die drei gegebenen Punkte liegen; und um- 
gekehrt: jeder Punkt der Senkrechten im Mittelpunkt des 
Kreises auf die Ebene dieser drei Punkte kann als Mittel- 
punkt der Kugel genommen werden. 

Es seien in einer Ebene die beiden Ge- 
raden ÄA' und BB' gegeben, ferner sei C 
ein beliebiger Punkt der Geraden BB' und 
die Gerade CA A_ AA\ Ist nun der Winkel 
ACB' spitz, so schneiden sich die Geraden 
AA' und BB\ Denn eine Senkrechte vom 
Punkte A auf die Gerade ÜB' bestimmt (durch 
ihren Pusspunkt und den Punkt C!) auf letz- 
ieret eine Strecke von der Eigenschaft, dass 
für jeden beliebigen Punkt B dieser Strecke 
der Winkel ABB' spitz ist. Eine Gerade BB ± BB' fällt 
in das Innere des Winkels ABC des Dreiecks ABC, schnei- 
det daher hinreichend verlängert die Seite ACin einem Punkte, 
etwa D, Verlängert man die Strecke DA um AE^= DA 
und die Strecke DB um BF=DB, so liegen die drei Punkte 

eine Kritik der Theorie des Bertrand von Genf enthält, und dessen 
Bemerkungen über die nicht - euclidische Geometrie (Mämoires .... 
Särie VII, tome XVIII). 

* Kurzer Grundriss eines Versuchs etc. S. 46 wird bei der Auf- 
zählung der vom Parallelen- Axiom unabhängigen Sätze folgender aus 
der Theorie der Grenzflächen entnommene Satz ausgesprochen : ,, könn- 
ten jede 3 Punkte, die nicht in einer Geraden sind, in eine Sphäre 
fallen; so wäre das Eucl. Ax. XI. bewiesen.'^ 
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Dj E, F in dem Umfange eines Kreises : die Senkrechten vwn 
Mittelpunkt desselben auf die Seiten DE und DF des Drei- 
ecks DEF sind mit den Geraden AA' und BB' identisch. 
Diese Geraden schneiden sich daher in einem Punkte. 

Daraus folgt (mit Zuziehung des Art. 26) unmittelbar 
der Beweis des elften euclidischen Axioms. 

Anmerkung. Dass unter Voraussetzung der nichteuclidischen 
Geometrie nicht jede drei Punkte, die nicht in einer Geraden sind, in 
dena Umfange eines Kreises liegen, wird in der Anmerkung des Art. 62 
näher erläutert. 

Zweiter Abschnitt. 
Niebteuelidische Oeometrie« 

Historische Bemerkungen, 

3i. 

Die Erfolglosigkeit aller Bemühungen eines Beweises des 
elften euclidischen Axioms haben schliesslich dahin geführt, 
die zweite noch mögliche — diesem Axiom entgegenstehende 
— Voraussetzung, „dass die Summe der innern Winkel zweier 
Parallelen mit einer schneidenden Geraden oder die Summe 
der Winkel eines geradlinigen Dreiecks kleiner als zwei Rechte 
ist", zu untersuchen. Die consequente Durchführung der letz- 
teren Voraussetzung liefert ebenfalls eine in sich widerspruch- 
freie Geometrie, welche von C. J. Gauss (der sich seit 1792 
damit beschäftigte) die niebteuelidische*, von N. Lo- 
batschewsky die imaginäre** und von J. Bolyai die 



• Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher. Briefe vom Jahre 
1831 und 1846; besonders interessant ist der Brief vom 12. Juli 1831. 

** Zum erstenmale am 12. Februar 1826 in einem Vortrag der 
phys. math. Facultät in Kazan auseinandergesetzt. Darstellungen dieser 
Theorie finden sich: Kazaner Bote 1829 und 1830. Gelehrte Schriften 
der Universität Kazan 1836 — 1838, welche das Hauptwerk (russisch) 
unter dem Titel „Neue Principien der Geometrie nebst einer voll- 
standigen Theorie der Parallelen" euthalleu. G^om^trie imaginaire. 
Grelle J. B. 17. Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Pa- 
rallellinien, Berlin 1840. Pang^ometrie, ou Pr^cis de Geometrie fondäe 
sur une th^orie gänärale des paralleles; Kazan 1855. Ins Italienische 
übersetzt von Battaglini (Giomale di Matematiche, Vol. V). Eine neue 
vollständige Ausgabe der Schriften Lobatschewsky's wird gegenwärtig 

Frischauf, Elemente der absoluten Geometrie. 3 
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absolute Raumlehre* genannt wurde. Eine üeberein- 
stimmung der beiden Geometrien kann nur in den auf die 



von M. Janichewßky besorgt. Vergl. den Art. von Hoüel „Notice 
8ur la vie et les travanx de N. J. Lobatechefsky'' in dem Bulletin des 
Bciences, tome I, Paris. 

• In dem Anhange zu dem „Tentamen" seines Vaters W. Bolyai. 
Der vollständige Titel dieses Werkes lautet: „Tentamen Juventutem 
studiosam in elementa Matheseos purae, elementaris ac sublimioris, 
methodo intuitiva, evidentique huic propria, introducendi. Cum Ap- 
pendice triplici. Auetore Professore Matheseos et Physices, Chemiaeque 
Publ. Ordinario. Tomus Primus. Maros Vasarhelyini 1832. Typia 
CoUegii Reformatorum per Josephum et Simeonem Kali de Felsö 
Vist." 8^. Mit 4 Kupfertafeln. Tentamen Juventutem etc. Tomus Se- 
cundus, ibidem 1833. Mit 10 Kupfertafeln. 

Dem ersten Bande folgt ein Anhang seines Sohnes mit folgendem 
Titel: ^^ Appendix, scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate 
aut falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori haud unquam decidenda) 
independentem ; adjecta ad casum falsitatis, quadratura circuli geo- 
metrica. Auetore Johanne Bolyai de eadem, Geometrarum in Exer- 
citu Caesareo Regio Austriaco Castrensium Capitaneo". Derselbe ent- 
hält 26 Seiten Text mit einer Figurentafel und 2 Seiten Errata. 

Als ein Auszug und Bericht des Tentamen ist die Schrift: „Kurzer 
Grundriss eines Versuches, I) die Arithmetik, durch zv^eckmässig con- 
struirte Begriffe, von eingebildeten und unendlichkleinen Grössen ge- 
reinigt, anschaulieh und logisch-streng darzustellen. II) In der Geo- 
metrie die Begriffe der geraden Linie, der Ebene, des Winkels allge- 
mein, der winkellosen Formen und der Krummen, der verschiedenen 
Arten der Gleichheit u. dgl. nicht nur scharf zu bestimmen sondern 
auch ihr Sein im Räume zu beweisen: und da die Frage, ob zwei 
von der dritten geschnittene Geraden, wenn die Summa 
der inneren Winkel nicht = 2J2, sich schneiden oder nicht? 
Niemand auf der Erde ohne ein Axiom, wie Euclid das XI., aufzu- 
stellen beantworten wird; die davon unabhängige Geometrie abzuson- 
dern, und eine auf die Ja- Antwort, andere auf das Nein so zu bauen, 
dass die Formeln der letzten auf einen Wink auch in der ersten gültig 
seien. — Nach einem lateinischen Werke von 1829, Maros- Väsärhely, 
und eben daselbst gedrucktem ungarischen, Maros -Väsärhely 1851.^ 
(8*^, mit 88 Seiten Text) zu betrachten, welche auch einen Vergleich 
der Appendix mit Lobatschewsky's „Geometrische Untersuchungen** 
enthält. 

Sämmtliche Schriften von W. Bolyai sind ohne Namen dem Ver- 
fassers erschienen. Eine ausführliche Biographie der beiden Bolyai hat 
Franz Schmidt in Grunerts Archiv, Theil XL VIII, gegeben. /Fran- 
zösische und italienische Uebersetzungen der Appendix wurden! resp. 
von J. Hoüel und im Giornale di Matematiche Vol. V geliefert 
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Congruenz allein sich stützenden Betrachtungen vorkommen, 
wobei jedoch zu beachten ist, dass die Cougruenzen nicht 
vermittelst Sätze, die das Parallelen- Axiom voraussetzen, er- 
halten werden dürfen. In allen Theilen der Geometrie, welche 
sich auf eine Voraussetzung der Parallelen (oder der Winkel- 
summe des Dreiecks) stützen, muss — wegen des Gegen- 
satzes der euclidischen und nichteuclidischen Annahme — 
zwischen den beiden Geometrien Verschiedenheit eintreten. 
Scheinbare Ausnahmen, d. i. Ueberstimmung der beiden Geo- 
metrien in diesen Theilen werden sich aus der Stetigkeit der 
beiden Voraussetzungen erklären lassen*. 

Parallele, Nichtsohneidende und Linien gleichen Abstandes. 

32. 

Aus der Voraussetzung des Stattfindens der nichteucli- 
dischen Geometrie ergeben sich für die parallelen Geraden 
folgende Eigenschaften: 

1) Ist A ein Punkt ausserhalb einer Ge- ^*8- *i- 

raden BB\ AA' |I BB' und AB ± BB\ so 
heisst der Winkel A'AB zwischen der Par- 
allelen AA' und der Senkrechten AB der 
Parallelwinkel** B 

Nimmt die Distanz AB zu oder ab, so nimmt der Par- 
allelwinkel ab oder zu. Ist nämlich CB <C AB^ so muss 
für (7(7' II BB' der Winkel C'CB > A'AB sein. Denn wäre 
C'GB = ÄAB oder C'CB > AAB, so wäre für die Par- 
allelen AA' und CC die Summe der innern Winkel A und 
C gleich oder grösser als zwei Rechte. Für jede Distanz p 
(eines Punktes von einer Geraden) gibt es also einen be- 
stimmten Parallelwinkel und umgekehrt. Man bezeichnet den 




* Ausser den bereits angeführten älteren Schriften sind höchst 
beachtenswerth: Tilly, £ltudes de m^chanique abstraite. M^moires 
couronn^s de TAcad^mie royale belgique; tome XXI. A. Genocchi, 
dei primi principii della meccanica e della geometria in relazione al 
postulato d^ Euclide, Firenze, 1869, Memoria estratta dei volumi deir 
Accademia da XL residente in Modena, Serie III, tomo II, Parte I. 
C. Plye Ste Marie, fitudes analytiques sur la thäorie des paralleles. 
Paris, 1871. 

** Nach Lobatschewsky. 

3* 
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• 

der Distanz p entsprechenden Parallelwinkel darch /7(p). Für 
p a= wird n{p) = JB, da die Parallele mit der Geraden -BJS' 
zusammenfällt; nähert sich p dem Unendlichen, so nähert 
sich n(p) dem Werthe Null. 

2) Parallele nähern sich einander auf der Seite ihres 
Parallelismus immer mehr. 

Sind nämlich AB = ÄW und _L AÄ^ so ist die Gerade 

HW eine nicht schneidende Gerade zur 
Geraden AÄ. Denn ist C die Mitte der 
, Strecke AÄ und CT) _L AA^^ so können 
4ie Vierecke AGBB und ÄCBB' zur 
^* Deckung gebracht werden; es ist daher 
zugleich CB A- BB' ^ also die Gerade 
— ^/ BB' eine nicht schneidende Gerade. Die 
Parallele BB" liegt näher gegen die Ge- 
rade AÄy sie begegnet also der Senkrechten A'B' in einem 
Punkte £." derart, dass AB'' < AB' ist. 

Die Distanzen der Punkte einer Geraden von einer ihr 
Parallelen werden daher in der Richtung des Parallelismus 
immer kleiner — die zugehörigen Parallelwinkel also immer 
grösser ; man sagt daher auch : Zwei Parallele schneiden sich 
im Unendlichen. Die zwischen zwei Parallelen enthaltene 
(unbegrenzte) Fläche der unbegrenzten Ebene wird ein Strei- 
fen genannt. Zwei Streifen können zur Deckung gebracht 
werden. 

33. 

Der Ort aller Punkte, welche vgn einer Geraden gleichen 
Abstand haben, ist eine krumme Linie. 

In dem Vierecke ACDB der Figur des vorigen Art. 
ist der Winkel B spitz. Trägt man auf der Geraden CD 
die Strecke CE = AB = AB' ab, so fällt der Punkt E auf 
die Verlängerung der Strecke CD, Das Viereck ACEB 
kann nämlich mit dem Viereck CABE zur Deckung gebracht 
werden, woraus die Gleichheit der Winkel B und E folgt; 
jeder dieser Winkel ist daher spitz, also liegt der Punkt E 
ausserhalb der Strecke CD, Eine Linie, deren Punkte Bj 
Ey B' . , von einer Geraden AA gleichen Abstand haben, 
ist daher keine Gerade. Den gleichen Strecken -46' und CA 
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der Geraden ÄA' entsprechen gleiche Stücke BE und EB' 
dieser krummen Linie. Ist der constante Abstand gleich Null, 
so fällt die Linie mit der Geraden zusammen;* je grösser der 
Abstand wird, desto kleiner werden die Winkel der Sehne 
BE mit den Senkrechten AB und CE, da, wie aus Art. 22, 
1) hervorgeht, von zwei Vielecken von gleich viel Seiten, 
von denen das eine innerhalb des andern Ijegt, das kleinere 
die grössere Winkelsumme hat. 

Nähert sich der Punkt B' immer mehr dem Punkte JB, 
so werden die Winkel B und jB' immer grösser, die Gerade 
BB' nähert sich immer mehr der Tangente im Punkte B, 
Die Tangente in jB steht daher auf der Geraden BA senkrecht. 

34. 

Zwei nicht schneidende Gerade haben einen kleinsten 
Abstand. 

Jede Verbindungslinie des Punktes B mit einem Punkte, 
etwa Jf, der Strecke B'B" (des Art. 32, 2) ist eine nicht 
schneidende Gerade. Die Entfernungen der Punkte der Ge- 
raden BM von der Geraden AA' nehmen in der Richtung 
BMah, diese Abnahme kann nicht unbegrenzt sein, weil sich 
sonst die beiden Geraden AA' und BM schneiden müssten; 
es können auch nicht die Punkte irgend einer Strecke gleichen 
Abstand haben, weil man sonst ein Viereck wie AÄB'B 
erhielte, in welchem die Senkrechten in A, A\ C gleich wären, 
jedes der Vierecke ACDB und A'B'DC hätte dann vier 
Rechte. Es muss daher für einen gewissen Punkt Q der 
Geraden BM die Entfernung QP von 
der Geraden AÄ eine kleinste sein, dabei ^ ^'^* ^^' 
muss PQ J_ BM sein, weil sonst die Senk- 
rechte von P auf die Gerade BM kleiner 
wäre. Die beiden Figuren APQB und 



^ M^^M 



ÄPQM sind congruent; versinnlicht man j^^- — p^^-^ji^ 

sich (nach Anmerkung des Art. 7) die bei- 
den Geraden durch krumme Linien, so ist ihr Verhalten so 
wie in der beigegebenen Figur. 
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Winkelsumme und Fläche des Dreiecks. 

35. 

« 

Die Linien gleichen Abstandes gestatten eine Auffindung 
der Beziehung zwischen der Winkelsumme und der Fläche 
eines geradlinigen Dreiecks. 

1) Sind AB und CD die beiden 
Linien gleichen Abstandes h von einer 
gegebenen Geraden FQ, so wird jede 
Strecke MN zwischen diesen Linien 
von der Geraden P^ im Punkte O 
halbirt. Denn zieht man MM' und 
NN' ±PQ, so ist 

AOMM'^AONN', 
also 

MO = ON. 
Aus dieser Congruenz erhält man ausserdem 

Winkel AMN^MND. 

Daraus folgt: Die Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks MNJR, dessen eine Seite NB ein Stock einer Linie 
CD gleichen Abstandes von einer Geraden PQ und dessen 
gegenüberliegende Spitze M ein Punkt der zweiten Linie J.-B 
desselben gleichen Abstandes von der Geraden PQ ist, be- 
trägt zwei Rechte. Denn es ist 

N+M+B = AMN + NMB + BMB = 2 JR. 

Zieht man die Sehne NB^ so beträgt also die Winkel- 
summe des geradlinigen Dreiecks MNB weniger als zwei 
Rechte. 

2) Macht man den Bogen MS = NB, so kann man auf 
das (gemischtlinige) Viereck NBMS die Sätze für die (ge- 
radlinigen) Parallelogramme der gewöhnlichen Geometrie an- 
wenden. Daraus folgt: Alle Dreiecke, welche eine Sehne NR 
eines Bogens der einen Linie CD gleichen Abstandes von 
der Geraden PQ als Grundlinie und ihre Spitze in einem 
beliebigen Punkte M der anderen Linie AB (desselben) glei- 
chen Abstandes haben, sind flächengleich und haben dieselbe 
Winkelsumme. 

Zusatz. Damit kann man die auf die Verwandlung von 
Dreiecken in flächengleiche bezüglichen Aufgaben lösen; z. B.; 
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a) Ein Dreieck in ein gleichschenkliges zu verwandeln. 

b) Ein Dreieck in ein rechtwinkliges zu verwandeln u. s.w. 

36. 

Zwei flächengleiche Dreiecke ABC und ABB^ welche 
dieselbe Grundlinie AB haben, haben gleiche Winkelsumme. 

Sind M und N die Mitten der 
Seiten AC und BC, so sind die Ab- 
stände der Punkte J., jB, C von der 
Geraden MN einander gleich, etwa 
= Ä. Alle Dreiecke, welche die ge- 
meinsame Grundlinie AB und ihre 
Spitze in der durch den Punkt C ge- 
zogenen Linie PQ vom gleichen Ab- 
stand = h haben, sind flächengleich 

und haben gleiche Winkelsumme/' Es ist also zu beweisen, 
dass der Punkt D in der Linie BQ liegt.* Dieser Beweis 
geschieht indirect. Wäre D kein Punkt dieser Linie, so ziehe 
man die Gerade BD. 

1) Schneidet die Gerade BD die Gerade MNy so schnei- 
det sie auch die Linie BQy etwa im Punkte E, Aus 

AABC= AABE 

AABC=^ AABD, 

folgt 

AABE= AABD, 

was unmöglich ist, wenn der Punkt D auf der Strecke BE 
liegt. 

2) Schneidet die Gerade BD nicht die Gerade MN, so 
nehme man für den Punkt C den Durchschnittspunkt der 
Senkrechten in der Mitte der Seite AB mit der Linie PQ, 
d.h. man setze das Dreieck ABC als gleichschenklig voraus. 
Nun wähle mau auf den Geraden MA und NB die Punkte 
M' und N' derart, dass MM' = NN' ist und die Gerade 
BD die Gerade M'N' sehneidet. Legt man durch den Punkt 
C, wo M'C = M'A vorausgesetzt ist, eine Linie C'E' glei- 



♦ Der Punkt D ist in der Figur, weil er mit dem Punkte E als 
identisch nachgewiesen wird, nicht bezeichnet; ebenso sind einige über- 
flüssige Linien weggelassen worden. 
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chen Abstandes zur Geraden M'N\ welche der Geraden BD 
im Punkte E' begegnet, so ist 

£\ABC = l\ABE' 

AÄBD < AÄBE' 

AÄBC < AÄBC, 
also auch 

• AABD < AÄBCy 

was gegen die Voraussetzung ist. Der Punkt D der Geraden 
BD muss daher in die Linie PQ, etwa nach -B, fallen. 

Zusatz. Nicht congruente Dreiecke von gleicher Grund- 
linie AB und gleicher Höhe sind nicht flächengleich. Die 
Linien gleichen Abstandes durch den Punkt C zu den Ge- 
raden A B und MN sind verschieden. 

37. 

1) Zwei flächengleiche Dreiecke ABC und ÄB'C haben 
gleiche Winkelsumme. 

Man kann die Voraussetzung machen, dass 
in beiden Dreiecken die Geraden durch die 
Mitten M und N, M' und N' der Seiten AC 
und BC, AC und BV auf den Seiten AC 
und AC senkrecht stehen. 

Ist AC < AC\ so bestimme man in der 
Linie CD gleichen Abstandes zur Geraden MN 
den Punkt D derart, dass AD = AC wird. 
Aus der Gleichheit der Flächen der Dreiecke ABC und ABC\ 
ABC und ABD, also auch der der Dreiecke AB'C und 
ABDj folgt nach dem vorigen Artikel die Gleichheit der 
Winkelsummen der Dreiecke ABC, ABD, ABC. 

2) Zwei Dreiecke ^jBC und AB'C, welche gleiche Win- 
kelsumme haben, sind flächengleich. 

Wäre AABOAAB'C, so seilAABE= AAB'C 
wo der Punkt E in der Seite BC vorausgesetzt wird. 

Nach 1) haben die Dreiecke ABC und ABE gleiche 
Winkelsumme, was nach Art. 22, 1) nur möglich ist, wenn 
die Winkelsumme des Dreiecks ACE zwei Rechte beträgt. 

38, 

Die Flächen zweier Dreiecke verhalten sich wie die unter- 
schiede ihrer Winkelsummen von zwei Rechten; d. h. ist 
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A +B + C=2B — u, Ä + B' + C' ^2R-u, 
so ist 

AABC: /\ÄBG' = u:u\ 

Ist das Verhältniss der Flächen der Dreiecke gleich dem 
Verhältnisse der Zahlen m und m\ so theile man das Dreieck 
ABC durch Gerade von der Spitze C aus in m gleiche Drei- 
ecke a und analog das Dreieck A'B'C durch Gerade von 
der Spitze C" aus in m gleiche Dreiecke a\ Aus 

AÄBC=ma, AA'B'C'=:ma 

folgt die Gleichheit der Flächen und Winkelsummen der 
Dreiecke a und a, Ist 2 JB — E die Winkelsumme eines 
dieser Dreiecke, so erhält man für die Winkelsumme des 
Dreiecks ABC den Werth 

m{2R — JE) — (m — 1) 2JB = 2 JB — mE 

und für die Winkelsumme des Dreiecks ÄB'C den Werth 

2 JJ — m E\ es ist also 

u = mE, u = m'E 

und 

u : u = m : m\ 

Ist f die Fläche des Dreiecks, so ist daher 

wo X eine Constante ist. 

39. 

Aus den! vorigen Art folgt, dass m= wenn/'^O ist, 
und umgekehrt. Die Fläche eines Dreiecks verschwindet, wenn 
zwei Seiten endlich sind und die. dritte verschwindet, oder 
wenn alle drei Seiten verschwinden (siehe Anhang, Art. 1). 

Dass der Grenzwerth der Winkelsumme eines Dreiecks, 
dessen Seiten sich dem Verschwinden nähern, zwei Rechte 
beträgt, kann auch unmittelber ohne jede 
Parallelen -Voraussetzung bewiesen wer- 
den. * Denn verschwinden die Seiten des 
Dreiecks ABC^ so reducirt sich dessen 
Fläche «auf einen Punkt Jf und die jRich- 
fungen der Seiten auf drei durch diesen 
Punkt M gehende Gerade a, b, c. Sind 




"^ Flye, i^tudes analjtiques sur la thäorie des paralleles. Paris, 1871. 
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ff, ßf y die Grenzwerthe des Winkd des DrrieckB, so folgt. 
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da / der xa / zugehörige Sehehdiriiikel isl^ 

Für .l = ^ = t' = 0, wird die 
Fliehe des Dreiecks ein Maximum. 
Um dieses Dreieck zu constmiien, ziehe 
man in einem Punkte A einer Greraden 
J'JL" die Gerade A3 ^^ ÄA' nnd die 
Geraden CD und £JF* derart, dass 

CD| J.r, J)C\AB 
EF\AÄ, FEI AB 
Durch krumme Linien wird ein solches 

Dreieck durch die beistehende Figur ver- 

sinnlicht. 

Anmerkang. Die wirkliche Aosföhrung der eben erwähnten 
Conütniction der Parallelen CD nnd EF wird im Art. 68 gelehrt. 

Unendlieh ferne Punkte. 

40. 

Die Voraussetzungen, dass in der euclidischen Geometrie 
durch jeden Punkt ausserhalb einer Geraden eine und in der 
nichteuclidiscben Geometrie zwei Parallele möglich sind, sind 

mit den Yoraussetzungeu , dass jede Gerade 
einen resp. zwei unendlich ferne Punkte 
besitzt, identisch. Denn zieht man in der 
nichteuclidiscben Geometrie durch den Punkt 
A ausserhalb der Geraden B'B" die beiden 
Parallelen AD || BB\ AE || BB'\ so nähern 
sich die Punkte der Geraden AD immer mehr 
denen der Geraden BB' und ebenso die der 
Geraden AE denen der Geraden BB"\ man 
kann daher jede der Geraden AD und AE 
als eine die Gerade B'B" in unendlich fernen 
Punkten schneidende Gerade betrachten. Diese beiden un-: 
endlich fernen Punkte müssen als verschiedene betrachtet 
werden, weil die beiden Gerader» -42) undJ.J5 in der nicht- 
cuclidischen Geometrie als zwei verschiedene vorausgesetzt 
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werden. In der euclidischen Geometrie bilden die Geraden 
ÄDundÄE eine einzige Gerade; lässt man nun das Prineip 
der Geraden ^,das8 sie durch zwei Punkte bestimmt ist'^ all- 
gemein gelten^ so erfordert die Erhaltung dieses Principes 
die Voraussetzung; dass die beiden unendlich fernen Punkte 
der Geraden B*B" einen einzigen Punkt bilden, etwa als die 
:i beiden entgegengesetzten Seiten eines Punktes betrachtet 
r werden. Zählt man die Strecken auf einer Geraden B'B" 
i von einem Punkte B als Anfang positiv auf der einen, ne- 
i gativ auf der entgegengesetzten Seite, so kann man in der 
euclidischen Geometrie sowohl beim Durchgang durch den 
Punkt Null als auch beim Durchgang durch den Punkt Un- 
endlich vom Positiven ins Negative gelangen, während in 
der nichteuclidischen Geometrie dieser Uebergang nur durch 
den Punkt Null möglich ist, da die beiden unendlich ent- 
fernten Punkte zwei getrennte Punkte sind. Nichts hindert 
jedoch diese Punkte durch ein ideales Stück einer Linie zu 
verbinden, deren Punkte vom Anfang der Zählung durch 
imaginäre Werthe bestimmt sind.* 

Dreht man die eben erhaltene Figur um die Gerade AB 
als Axe, so beschreibt die Gerade £'5" eine Ebene und jeder 
endlich liegende Punkt einen Kreis. In der euclidischen Geo- 
metrie fallen die unendlich fernen Punkte einer jeden Lage 
der Geraden B'-B" zusammen, ihr Inbegriff bildet daher eine 
Linie, die von jeder Geraden in einem einzigen Punkte ge- 
schnitten wird, d. i. eine Gerade. In der nichteuclidischen 
Geometrie sind die beiden unendlichen Punkte einer jeden 
Lage der Geraden B'B" getrennt und einander gegenüber- 
liegend, ihr Inbegrijff bildet einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
ein beliebiger Punkt B der Ebene ist und dessen Radius un- 
eudlich ist. 

Denkt man sich durch den Punkt B sämmtliche Ebenen 
gelegt und für jede die unendlichen Punkte bestimmt, so bil- 
den in der euclidischen Geometrie die unendlich fernen Punkte 
eine Fläche, die von jeder Geraden in einem (unendlich fernen) 
Punkte und von jeder Ebene in einer (unendlich fernen) 
Geraden geschnitten wird, d. i. eine Ebene; während sie in 



* Battaglinit Giornale di Matematiche, t. V, p. 22. 
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der nichteuclidischen Geometrie eine Eugelfiäche bilden, deren 
Mittelpunkt ein beliebiger Punkt B des Raumes und deren 
Radius unendlich ist. 

Anmerkung 1. Der Nutzen, den die unendlich fernen Punkte 
in der euclidischeUv Geometrie gewähren, ist hinreichend bekannt. 
Dieselben gestatten hauptsächlich die Zusammenfassung von Sätzen 
über sich schneidende und parallele Gebilde, die sonst getrennt be- 
handelt werden müssten. 

Da der unendlich ferne Punkt kein auf der Geraden erreichbarer 
Punkt ist, so kann man denselben in der euclidischen Geometrie als 
Inbegriff aller auf der Geraden nicht erreichbaren Punkte erklären. 
Sind daher A^ B zwei beliebige gegebene Punkte einer Geraden, M ihr 
unendlich entfernter Punkt, so bedeutet das Yerhältniss AMiBM 
die positive Einheit. In der nichteuclidischen Geometrie kann man 
die beiden unendlich entfernten Punkte einer Geraden in gleicher 
(aber entgegengesetzter) Entfernung von jedem endlichen Punkte der- 
selben Geraden voraussetzen. 

Anmerkung 2. In den Beweisen der Sätze der Artikel 20, 21 
u. s. w. ist die stillschweigende Voraussetzung der Unendlichkeit des 
Raumes gemacht. Unter dieser Voraussetzung und der eben gemachten 
für die unendlich fernen Punkte konnte auch das Princip der Geraden 
erhalten werden. Wird der Raum als unbegrenzt aber endlich voraus- 
gesetzt, so kann dieses Princip für jede beliebige Lage zweier Punkte 
nicht mehr erhalten werden, wie dies in der Folge bewiesen wird. 

Sätze aus der Stereometrie. 

41. 

Ist eine Gerade MA senkrecht auf 
einer Ebene und BC eine beliebige Ge- 
rade dieser Ebene^ so ist, wenn 

a) AD J. BC ist, auch MD J. jBC, 

b) MD _L BC ist, auch AD ±. BC. 

Beweis: Macht man DB = DC, so 
erhält man 

AADB-^AADC 

AMAB^AMAC 

AMDB^AMDC 

AMAB^AMAC. 
Folgerungen: 

1) Von einem Punkte M auf eine Ebene 31 eine Senk- 
rechte zu ziehen. Man ziehe in der Ebene 31 eine beliebige 
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a) aus 

b) aus 
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Gerade BC auf diese die Geraden MD und (in der Ebene %) 
DA senkrecht. Die Gerade MÄ Jl JDÄ ist die gesuchte 
Senkrechte. Denn die Gerade BC, also auch die Ebene 21 
ist senkrecht auf der Ebene ADM. 

2) In einem Punkte A einer Ebejae 21 eine Senkrechte 
zu errichten. Man ziehe von einem beliebigen Punkt M 
ausserhalb der Ebene 21 eine Senkrechte MN auf die Ebene 
91. In der Ebene MNA ziehe man AB _L NA, so ist nach 
Art. 19, 4) AB die gesuchte Senkrechte. 

42. 

Die Durchschnittslinie a zweier gegebenen Ebenen 21 
und 21' kann auf die folgende Art bestimmt werden: Die 
Senkrechten MA und MA' von einem beliebigen Punkt M 
auf die Ebenen 21 und 21' liegen in einer auf der Durch- 
schnittslinie a dieser Ebenen senkrechten 
Ebene 33. Errichtet man auf die Geraden 
MA und MA' Senkrechte in der Ebene 33 
in den Punkten A und A' , so schneiden 
sich diese in einem Punkte X der Durch- 
schnittslinie a. Eine Senkrechte im Punkte 
X auf die Ebene 33 ist die Durchschnitts- 
linie a der Ebenen 21 und 21'. 

Zusatz. Schneiden sich diese Senkrechten in den Punk- 
ten A und A' nicht, so schneiden sich auch nicht die Ebenen 
31 und 21'. 

43. 

Der Durchschnitt einer Kugel mit einer Ebene ist ein 
Kreis. Drei grösste Kreise bilden auf der Kugelfläche acht 
sphärische Dreiecke, von denen immer je 
zwei gegenüberliegende, deren Spitzen also 
die Endpunkte dreier Durchmesser bilden, 
flächengleich sind. 

In zwei Gegendreiecken ABC und 
A!B'C' sind nämlich die Seiten und Winkel 
in derselben Ordnung aber im entgegen- 
gesetzten Drehungssinne einander gleich. Eine Senkrechte 
vom Mittelpunkte der Kugel auf die Ebene der drei Spitzen 
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Ä, B, C des einen Dreiecks ttfit die Kugelfläche in den 
Punkten D und D' derart, dass 

DA = DB^DC^ DA — DB' = DC 

ist. Die Dreiecke DAB, DBC, BCA sind mit den Drei- 
ecken D'AB'j D'B'C'f D'C'A' congruent, woraus die Gleich- 
heit der FlÄchen d«r Dreiecke ABC und ABC folgt. 

44. 

Die Summe der drei durch die Winkel des sphärischen 
Dreiecks bestimmten Zweiecke gibt die halbe Kugelfläche 
vermehrt um die doppelte Dreiecksfläche. 

Theilt man die ganze Eugelfläche in 360 gleiche Zwei- 
ecke (deren Winkel also je 1*^ beträgt) , so erhält man für 
die Fläche des Dreiecks ABC 

f^i{A + B+C-m% 

wo A, B, C die in Graden ausgedrückten Winkel des Drei- 
ecks sind. 

Sbenen durch parallele Gtorade. 

45. 

Aus dem Satze des Art. 25, 3) folgt die Existenz des 
räumlichen Gebildes, erzeugt durch drei Ebenen, die sich in 
drei nach derselben Richtung parallelen Geraden schneiden, 
d. i. eines Gebildes begrenzt von drei Streifen. Solche Ge- 
bilde bieten eine Reihe von Analogien mit dem ebenen Drei- 
ecke der euclidischen Geometrie dar, wenn man die Seiten 
und Winkel des letzteren mit Streifen und Keilen des ersten 
vertauscht; wobei jedoch auf die Modificationen vermöge der 
Gleichheit aller unbegrenzten Streifen (Art. 32, 2) zu achten ist. 

Den beiden ersten Congruenzsätzen des Dreiecks können 
folgende Sätze gegenübergestellt werden: Zwei Streifen- 
Gebilde sind congruent, wenn sie 

a) den zwischen zwei gleichliegendeu Streifen eingeschlos- 
senen Keil, 

b) zwei einem Streifen anliegende Keile 

wechselweise in derselben Ordnung und demselben Drehungs- 
sinne gleich haben. Für die Gleichheit der Lage der Streifen 
ist erforderlich; dass mit der D<)ckung des einen Paares zu- 
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gleich die Deckung des zweiten Paares durch Drehung um 
die gemeinsame Kante (ohne Verschiebung) erfolgt. 

46. 

Schneiden sich drei Ebenen in parallelen Geraden, so 
ist die Summe der drei (innern) Keile nicht grosser als zwei 
Rechte. 

Sind AA\ BB\ CC parallele Gerade und Ä, B, C die 
anliegenden Keile, so kann man in der durch die Gerade 
AA und die Mittellinie DD' des Streifens BB' und CG" 
bestimmten Ebene eine Gerade EE' \\ AÄ derart ziehen, dass 
die Gerade DD' die Mittellinie der Geraden AÄ und EE' 
ist. Der Durchschnitt des durch die Geraden AÄ^ . . EE' 
bestimmten Gebildes mit einer (durch einen beliebigen 
Punkt) auf der Geraden DD' senkrechten Ebene gibt eine 
Figur wie in Art. 20. Alle Schlüsse dieses Artikels lassen 
sich auf das vorliegende Gebilde anwenden, indem man Win- 
kel, Seite, . . Dreieck, . . mit Keil, Streifen, . . von drei Strei- 
fen bestimmtes Gebilde, . . vertauscht. 

47. 

1) Zwei Ebenen a und /3, welche von einer dritten Ebene 
in zwei parallelen Geraden AÄ \BB' derart geschnitten 
werden, dass die Summe der beiden auf derselben Seite der 
schneidenden Ebene AÄBB' liegenden Keile zwei Rechte 
beträgt, können sich nicht schneiden. 

2) Ist CC die Mittellinie des Streifens AÄBB\ so be- 
trägt für jede durch CC gelegte Ebene , welche die Ebene 
a also auch die Ebene ß schneidet, die Summe der beiden 
auf derselben Seite liegenden Keile zwei Rechte. 

Beweis von 1) ganz analog wie in Art. 23, 1). Für den 
Beweis von 2) kann man das eine der beiden erhaltenen 
Streifen gebilde um die gemeinsame Kante GC derart drehen, 
dass es mit dem anderen ^zusammenfällt, worauf dann unmit- 
telbar die Schlüsse des Art. 23, 2) angewendet werden können. 

Anmerkung. Statt CC kann man jede zwischen AÄ' \md BB' 
liegende parallele Gerade OiC7/ nehmen. Nur muss man dann das 
eine Gebilde in der Geraden Ci 6'/ sa lange verschieben, bis 6\ C,' die 
Mittellinie von AÄ' und BB' wird. 
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48. 

Ist die Summe der innern Eeile^ welche zwei beliebige 
durch zwei parallele Gerade AA' und BB' gelegte Ebenen 
a und ß mit der Ebene AABB' der beiden Parallelen bil- 
den, kleiner als zwei Rechte, so schneiden sich die beiden 
Ebenen a und ß, 

1) Es sei einer der beiden Keile, etwa der an der Ebene 
aein Rechter, also der au der Ebene ß spitz. 

Zieht man AC Jl BB\ und in der 
Ebene ß CD ±BB\ so ist der Winkel 
A CD der Keil der Ebene ß mit der Ebene 
der Parallelen AA und BB', also ein 
spitzer Winkel. Zieht man AD J_ CD, 
so ist daher die Strecke AD <C AC also 
auch <C AB, wenn BAJlAA' voraus- 
gesetzt wird. Eine Ebene y durch die 
Punkte A, B, D schneidet die Ebene a in einer Geraden, 
etwa AA', (wobei BAJLAA' ist) und die Ebene ß in 
der Geraden BD. Dreht man die Ebene y um die Gerade 
AB, so beschreibt die Gerade AA" die Ebene a und, 
wenn diese Gerade mit der Geraden AA zusammenfällt, so 
fällt die Gerade BD in die Ebene der Parallelen AÄ und 
BB', wobei der Punkt D zwischen AA und BB' liegt. 
Die Gerade BD schneidet in dieser neuen Lage die Gerade 
AA\ also schneidet auch die Gerade BD m ihrer ursprüng- 
lichen Lage die Gerade AA\ Der Durchschnittspunkt liegt 
in den Ebenen a und ß, letztere schneiden sich daher in 
einer Geraden. 

2) Sind beide Keile der Ebenen a und ß spitz, so lege 
man durch die Mittellinie CC eine Ebene senkrecht auf die 

Ebene AABB', welche also jede der 
Ebenen a und ß, etwa a in der Geraden 
JJ' und ß in der Geraden KK', schnei- 
det, wobei etwa KK' näher der Ge- 
raden CC liegt. Die unbegrenzte Ebene 
:b ß geht (in der Geraden KK') in das 
Tnnere des Streifengebildes der Paral- 
lelen AA, CC, JJ', muss also die Ebene a beim Austritt 
in einer Geraden LL' schneiden. Versinnlicht ist in der 
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beistehenden Figur die Lage der Linien durch einen auf der 
Geraden CC senkrechten Schnitt. 

3) Ist einer der Keile, etwa der an a stumpf, so lege 
man durch die Mittellinie CC die Ebene y JL «, welche die 
Ebene a in der Geraden A^A( schneidet. 
Der Keil an CG des Streifengebildes AA, ^^^' ^' 

CC'y A^ A( ist spitz, also auch sein Scheitel- 
keil. Die Ebene y schneidet daher die 
Ebene /3 nach 2) in einer Geraden i?, 5/. 
Nach dem vorigen Artikel kann auf die 
Ebenen cc, ß, y der Satz 1) angewendet 
werden. Versinnlichung analog wie in 2). 

Zusatz. Andere Beweise von 2) und 3): Sind a) die 
Keile der Ebenen a und ß spitz, oder ist b) ein Keil, etwa 
der an a, stumpf, so lege man durch die Gerade BB' eine 
Ebene y JL «, welche derselben in den Geraden A^A^ l 
AA' \\ BB' begegnet. Für den Fall a) erhält man unmittel- 
bar, dass der Keil der Ebenen ß und y spitz ist. Für den 
Fall b) wird dies mit Zuziehung der vorigen Artikel nach- 
gewiesen. 

Sind nämlich a und ß die Keile der Ebenen a und ß 
mit der Ebene AÄBB\ a und ß' die ihnen anliegenden 
Keile des Streifengebildes AA\ BB\ A^A^^ so ist 

a + ß <2B 
a+ß'^B, 

woraus durch Addition /5 -f- /S' < JB folgt. Es schneiden sich 
daher die Ebenen a und /3. 

Aus dem Vorhergehenden erhellet die Analogie der Ge- 
bilde erzeugt durch Ebenen, die sich in parallelen Geraden 
schneiden, mit den geradlinigen Figuren der euclidischen Pla- 
nimetrie. Speciell erhält man: Die Summe der drei Keile 
von drei Ebenen, welche sich in parallelen Geraden schnei- 
den, beträgt zwei Rechte. 

49. 

Bestimmt man auf den Geraden AÄ || BB' || CC für 
einen gegebenen Punkt A der Geraden AÄ die Punkte B 
und C auf den Geraden BB' und CC derart, dass 

Frischauf, Elemente der absolulen Geometrie. 4 



A'AB = B'BA, A'AC — CVA 
ist, so ist auch 

BBV=C'CB. 

1) Die Geraden AÄ, BB", 
CC seien nicht in einer Ebene. 
Die Ebenen senkrecht durch 
die Mittellinien BD' und EE' 
der Streifen AA'BB' und AAVC 
schneiden eich in einer auf der 
Ebene ABC senkrechten Ge- 
raden FF ü DD' I EE'. IstF 
der Durchschnittspuokt dieser 
^ Geraden mit der Ebene ABC, 

Bo ist BF~-AF=CF.* 
Zieht man FG _L BC, so ist BG = GC und die Gerade 
BC senkrecht auf der Ebene F'FG also auch senkrecht auf 
der Geraden GG' || FF'. Die Geraden BB' und CC sind 
parallel zur Geraden GG' und dabei ist QQ' senkrecht in 
der Mitte G der Strecke DC; es ist daher auch B'BC = C'CB. 
Zusatz. Der Punkt F ist der Mittelpunkt des durch 
die drei Punkte A, B, C gehenden Kreises. Von diesen drei 
Punkten kann der eine, etwa A, auf der Geraden AÄ will- 
kürlich genommen werden, die beiden andern, B und C, sind 
dann anf den Geraden BB' und CC eindeutig bestimmt. 

2) Sind die Geraden AÄ, BB', CC in ^erselben Ebene, 
so ziehe man die Gerade DB' U AA' ausserhalb dieser Ebene 
und bestimme in dieser Geraden den Punkt D derart, dass 
D'DA = ÄAD ist. Dann folgt aus D'DB = B'BD und 
DDC=-CCD die Gleichheit von B'BC und C'CB. 

Anmerkung. Die in den Artikeln 46—49 enUialtenen Sätze aind 
im absoluten Sinne richtig, A. h. ohne BfickaicM auf daa Parallelen- 

Orenflfl&ohe, OrewsUnie. 
50. 
Ist AA' eine beliebige Gerade und bestimmt man anf 
jeder Geraden MM' || AÄ zu einem g^ebenen Punkte der 

• Die drei Linien AF, BF, CF sind der Deutlichkeit halber in 
der Figur weggelassen worden. ' 
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ersten Geraden einen Punkt M auf der Geraden MM' derart, 
dass Winkel 

M'MÄ^Ä'ÄM 

ist, ^ so erhält man als den Ort der Punkte M eine Fläche, 
welche die Grenzfläche heisst.* Die Gerade ÄÄ' heisst 
die Axe der Grenzfläche, und umgekehrt: die eben erhaltene 
Grenzfläche heisst ;,Grenzfläche für die Axe J.-4"". Sind B 
und C zwei beliebige Punkte der Grenzfläche BB' \\CC' 
nach der Richtung der AxC; so ist nach Art. 49 auch Winkel 
B'BC = C'CB] d. h. man kann jede der parallelen Geraden 
ÄÄ\ BB'y CC\ , . als Axe der Grenzfläche betrachten. 

51. 

Der Schnitt der Grenzfläche mit einer durch eine Axe 
gelegten Ebene ist eine Linie, welche Grenzlinie genannt 
wird**; jede Grenzlinie hat die Eigenschaft^ dass die Senk- 
rechten in den Mitten der Sehnen par- 
allel den Axen sind. Um daher eine 
Grenzlinie zu erhalten zieht man zu einer 
gegebenen Geraden ÄÄ' als Axe die Ge- 
rade AB unter einem beliebigen Winkel 
ÄÄB und wählt die Strecke ÄC derart, 
dass die Gerade CG' ^ÄB^ÄA ist; 
macht man auf der Geraden AB die 
Strecke BC = AC, so ist der Punkt B 
ein Punkt der Grenzlinie. 

1) Ist AäB = ü, so ist ÄC also auch AB = 0, d. i. 
die Tangente eines Punktes Ä der Grenzlinie steht senkrecht 
auf der Axe; jede auf der Axe in Ä nicht senkrechte Ge- 
rade, wie AB, schneidet die Grenzlinie in zwei Punkten 
{Ä und B). 

2) Die Grenzlinie ist aus congruenten Stücken zusammen- 
gesetzt; zieht man nämlich die Gerade BD derart, dass 
DBB' = BÄÄ' ist und macht die Strecke BD = AB, so 
ist der Punkt D ebenfalls ein Punkt der Grenzlinie. 

Die Grenzlinie ist zu beiden Seiten einer jeden Axe sym- 




* Nach Lobatschewsky, J. Bolyai nennt sie die Fläche F, 
** J. Bolyai nennt iie eine Linie L auf der Fläche F. 

4* 
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metrisch. Alle Grenzlinien sind congruent Zwei Grenz- 
linien decken sich, wenn ein Punkt und dessen Axe der einen 
mit einem Punkte und dessen Axe der andern zusammenfallt. 

3) Schneidet man auf den Axen AA^ BB\ . . gleiche 
Stücke AA^ = BB^ =^ . . ab, so liegen die Punkte -4.^, B^, ,. 
in einer Grenzlinie. Denn man kann die Figur A'ABB' 
mit der Figur B'BAA' zur Deckung bringen, dabei fiUlt 
die Strecke A^B^ mit der Strecke B^A^ zusammen. Der 
Punkt B^ ist daher ein Punkt der Grenzlinie für die Axe A^A, 

4) Ein Ereis, dessen Halbmesser ins Unbegrenzte wftchst, 
geht in die Grenzlinie über. (Der Beweis folgt unmittelbar 
aus Art. 32, 2.) 

52. 

Der Schnitt der Grenzfläche mit einer nicht durch eine 
Axe gelegten Ebene ist ein Kreis. 

Sind nämlich -4, Bj C drei beliebige Punkte der Schnitt- 
linie, so e^'hält man (nach Art. 49) in der Ebene ABC einen 
Punkt F derart, dass FA = FB = FC und die Senkrechte 
FF' im Punkte F der Ebene ABC\\AA\ BB\ CC ist; 
der Punkt F ist daher der Mittelpunkt des durch die Punkte 
Af B, C gelegten Kreises. Dreht man die Ebene F'FA um 
die Gerade FF\ so beschreibt die .Gerade FA die Ebene 
ABC und der Punkt A die durch die Punkte Ay B, C ge- 
legte Kreislinie, deren Punkte sämmtlich auf der Grenzfläche 
liegen, da die Gerade AÄ immer parallel zur Geraden FF' 
bleibt; ausser diesen Punkten liegt (nach Art. 32, 1)) kein 
Punkt der Ebene ABC auf der Grenzfläche. 

Die Grenzfläche wird daher auch erhalten, indem man 
eine Grenzlinie um eine ihrer Axen dreht. 

Eine Kugel, deren Halbmesser ins Unbegrenzte wächst, 

geht in die Grenzfläche über. 

Anmerkung 1. Unter Voraussetzung des elften euclidischen 
Axioms sind die Grenzlinie und Grenzfläche resp. mit der Geraden 
und Ebene, welche auf den Axen senkrecht stehen, identisch; in der 
nichteuclidischen Geometrie gehören sie zu den krummen Gebilden. 
Z. B. Die drei Punkte A, B, D der Grenzlinie des Art. 51 liegen 
nicht in einer Geraden. Durch zwei Punkte A und B einer Ebene 
sind in dieser zwei Grenzlinien möglich — entsprechend den beiden 
entgegengesetzten Eichtungen der Senkrechten in der Mitte der durch 



1J 
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die beiden Punkte A und B bestimmten Strecke — ; durch drei Punkte, 
welche in dem Umfang eines Kreises liegen, sind zwei Grenzflächen 
bestimmt. Alle Punkte der Ebene, welche zugleich innerhalb der bei- 
den Grenzlinien oder zugleich ausserhalb derselben liegen, können 
mit den beiden Punkten A und B nicht im Umfang eines Kreises 
liefen. Analog erhält man diejenigen Punkte des Raumes, welche 
mit zwei gegebenen Punkten nicht auf einer Eugelfläche liegen. 

Anmerkung 2. Die wirkliche Ausführung der in diesen Artikeln 
vorkommenden Constructionen — deren Möglichkeit aus dem Vorher- 
gehenden klar ist — wird später (in den Art. 67—69) gegeben werden. 



Figuren auf der Grenzfläche. 

53. 

1) Auf der Grenzfläche ist durch zwei Punkte eine 
Grenzlinie bestimmt. 

2) Zwei Grenzlinien Ä^I und BN, deren Summe der 
innem Winkel, welche sie mit einer dritten sie schneidenden 
Grenzlinie AB (auf derselben Seite der schnei- 
denden) bilden, kleiner als zwei Rechte ist, 
schneiden sich. 

Denn die Ebenen der Grenzlinien AM und 
BN bilden mit der Ebene der Grenzlinie AB 
innere Winkel, deren Summe kleiner als 2R 
ist, die beiden Ebenen schneiden sich nach 
Art. 48 in einer Geraden, also die Grenzlinien AM und BN 
in einem Punkte. 

3) Aus 1) und 2) folgt: Auf der Grenzfläche gelten die 
Sätze der euclidischen Planimetrie, wenn man die Gerade 
durch die Grenzlinie und die Strecke durch das zwischen zwei 
Punkten enthaltene Stück der Grenzlinie ersetzt. Z. B. 

a) Die Summe der drei Winkel eines (von drei Grenz- 
bögen gebildeten) Dreiecks ist gleich 2R. 

b) Der Umfang eines Kreises, dessen Radius das Stück r 
eines Grenzbogens ist, beträgt 2^^, wo 7C = 3,14159 . . ist. 

Ist der Mittelpunkt des Kreises auf der Grenzfläche 
M ein beliebiger Punkt des ümfanges, sind MM' \\ 00' die 
Axen der Punkte M und 0, so erhält man den Kreis durch 
Umdrehung des Grrenzbogens MO = r um 00' alsAxe. 




IPX.00', 80 beschreibt bei dieser Umdrehuiig die 
Gerade MP = y einen Kreis von gleicbem üm- 
„, , lange. Bezeichnet man den Umfang dieses Krei- 
ses mit Oy, BO ist also 

Ol/ " 2«r. 

I Anmerkung. Die goniometriBchen Ehinctdonen nnd 

ihre EigenBchaften aiad von jeder geometriachen Be- 
O ttachtung unabhängig. Sa bedeuten nämlicb z. B. ein x, 
COB X, . . die Reihen 

■"'-'- 5T+ ff-- ■ 
i sich auch in der Form geben laasen: 



iese Eeihen sind für jeden beliebigen Werth von x coavergent, 
m alle Eigenschaften der in der euclidiachen Geometrie ein- 
rten goniometriecben Functionen, also auch eine gemeinsame 
Periode =■ Sn, wo n ^ 3,14169 . , die bekannte Lndolfsche Zahl 
tet. Die Zahl x heisBt Ai^ment und entspricht dem Winkel 
; Geraden in der euclidiachen Geometrie. Die Einheit von x ist 
ch bestimmt, da«s dem vollen Winkel ^360° die Zahl ta ent- 
t. Ist daher x" der dem Argumente x entsprechende Winkel 
'aden ausgedrückt), so ist 

x: a:" — 2w : 360". 
leicheH gilt auch von den sogenannttin hyperbolischen Functionen 



--»+7T+T^^ 



e die Periode titi haben, und in der absoluten Geometrie die 
e Verwendung finden wie die Kreisfunctionen in der gewöhn- 
Geometrie. (Siehe Anhang Art. 3.) 
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Auf der Grenzfläche läset sich daher die gewöhnliche ebene Tri- 
gonometrie und analytische Geometrie auf Gebilde, in welchen die 
Geraden (der gewöhnlichen Geometrie) durch Grenzlinien und die 
Strecken durch* Grenzbögen ersetzt sind, unmittelbar anwenden. 

Anwendung auf das geradlinige und sphärische Dreieck. 

54. 

In jedem Dreiecke verhalten sich die Umfange der Kreise, 
welche die Seiten zu Radien haben, wie die Sinuse der gegen- 
überliegenden Winkel. 

1) Ist das Dreieck ABC bei G rechtwinklig, so ziehe 
man in einem der Punkte Ä oder B, etwa in Ä, die Gerade 
AA 1. auf die Ebene ABC und ziehe 
BB', CC \AA. Durch den Punkt B 
lege man für BB' als Axe eine Grenz- 
fläche, welche den Geraden AÄ und CC 
in den Punkten A^ und (7, begegnet. 
Dadurch erhält man auf der Grenzfläche 
ein Dreieck A^BC^y in welchem der Win- 
kel A^ gleich ist dem Winkel A des ge- 
radlinigen Dreiecks ABC, Es ist daher 

BC, =BA, sin^, 
also auch 

2jtBC^ =2icBA^ sin A. 

Die ümfönge 2%BCy und 2%BA^ der Kreise auf der 
Grenzfläche sind resp. gleich den umfangen OBC^ OAB 
der ebenen Kreise mit den Radien BC und AB. Es ist 
daher 

OBC=OABBmA. 

2) Zerlegt man ein Dreieck durch die Höhen in recht- 

winklige^ so erhält man, wenn mit a, b, c die Seiten und mit 

A^ B, C die ihnen gegenüberliegenden Winkel bezeichnet 

werden, 

Oa : Oft : Oc = sin J. : sinB : sin C. 

55. 

Ist das sphärische Dreieck ABC bei C rechtwinklig, so 
ziehe man von einem der Punkte A oder JB, etwa von B, 




die Geraden BA 


_L OA, BC, JL OC und ver 




Ay uod C, , wodurch man 


Flg. 41. 


winklige Dreieck J,BC, 




ehern J, gleich dem Wii 


/;;l\ 


Art 54 ist 


OBa-=OBA 


e^ — /J^ . - 4/> Aus den Dreiecken C 


Yv' 


folgt 


und damit durch Subat 




Gleichung 




ein a = sin c sin A. 


Aus dieser 


Gleichung folgt die ganze sj 


tnetrie, welche 


also vom Parallelen- Axiom 


(Siehe Anhang, 


Art. 3.) 



VerMltnias sweier Grensbög« 
56. 
Sind AM und A'M' zwei Grenzbögen, 
denselben Axen AA' und MM' liegen, so i 
Art. 51, 3) gleichen Sehnen AB und BC i 
linie gleiche Sehnen A'B' und B'C der zv 
dabei ist 

AA = BB'-=CC'. 

Theilt man den Grenzbögen AM in 

so wird durch die Axen der Theilungspunkt< 

Greuzbogen A'M' ebenfalls in m gleiche Th 

Verhältniss zweier zusammengehörigen Gren 

von der Grösse < 



der Entfernung 
Grenzlinien. 

Um dieses V 
stimmen, tbeile 
"* "* " nung AA' = a; in 

es sei AA^ ^ J.j^j ^ . . A„-tA' ^a, fern 

AtB,=s,, , A'B' -= s die den Thei 

gehörigen Grenzbögen. Dann ist 



- 57 - 



«i St ' • «i ' 

WO A das der Entfernung a entsprechende Verhältniss zweier 
Grenzbögen ist. Multiplicirt mau diese n Gleichungen mit 
einander^ so folgt 



8 



8 



r = A». 



Ist k die Entfernung zweier Grenzbögen, deren Verhält- 
niss gleich einer gegebenen Zahl e ist, so sei Jc^^ma] 
dann ist 



e = A"* und A = e 



m 



also 



n 



8 



Diese Entfernung k kann derart gewählt werden, dass die 
Zahl e gleich der Basis des natürlichen Logarithmensystems 

e == 2 . 718281828459 . . 
wird. 

Zusatz. Setzt mau 






80 sind wegen 






x—y 



I fj und i : 7] die den Entfernungen x + ?/ und a; — y ent- 
sprechenden Verhältnisse der Grenzbögen. 

Anmerkung. Drückt man x in Theilen von k aus, so erhält 



man ä = s c . 



57. 



Sind AB und JL'S' zwei Grenzbögen 
zwischen denselben Axen AÄ' und BB'} 
so ist ihr Verhältniss bestimmt durch 

AB : AB' = sin AÄB : sin ABB\ 

Zieht man nämlich die Geraden 
BB 1_ AA\ A'E±BB\ so ist Ä 3f 

OBD = O AB sin AA'B 
OÄE^OÄB^inABS, 
also 



Fig. 44. 
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e B r 



OBD : OÄE = sin ÄÄB : sin Ä'BB\ 
Berücksichtigt man, dass 

OBD = 2nÄB, OÄE = 2nÄ'B' 

ist, so erhält man unmittelbar den ausgesprochenen Satz. 

Beziehung zwischen Distanz und Parallelwinkel. 

58. 

Ist p die Distanz eines Punktes von einer Geraden, 
n{p) der zugehörige Parallelwinkel, so ist 

cot^n{p) = e^. 

Der Beweis beruht auf folgenden Gründen: 

1) Ist Ä ein Punkt ausserhalb der 
Geraden B'B", dabei AB 1,B'B'\ 
AA\BB\ ÄÄ'IBB'\ und sind 
AC, BD, CE die Grenzbögen für die 
Axen AA\ BB'\ CB'\ so ist 
AD = DE=^Ba 
Denn zieht man den Grenzbogen 
AF für die Axe AA", so ist 

CB = BF, CB = ED, BF=DA. 

2) Es sei AA' \\ BB' und A'AB = B'BA. Ist C die 
Mitte \oxi AB, so \BiCC ±AB parallel zu AÄ und BB'. 

Ist BB" die Verlängerung 
von AB^ und BD die Hal- 
birungslinie des Winkels 
B'BB", iso kann man die 
Distanz BD derart bestim- 
men, dass die Gerade D'D" 
±. BD die Eigenschaft hat, 
dass 

^BB' II DD', BB" II DD", 
also auch AB" || DD" und 

(wegen ^ ^' || DD') ^ ^' || D D ' ist. Die Gerade AE ± UD" 

halbirt daher den Winkel ÄAB. 

3) Beschreibt man eine Grenzlinie für AA' als Axe, so 
geht diese durch den Punkt D und schneidet die Gerade 
D'D", etwa in F, Schneiden die Grenzlinien für die Axen 
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f ED' und i^D" die Gerade AB" in den Punkten G und H, 
so ist nach 1) 

AH=2AG = 2GH. 

Ist ausserdem K der Durchschnittspunkt der Geraden AB" 
mit der Grenzlinie für die Axe DD*', so ist auf gleiche Weise 

BH=2BK^2KH. 
, Daraus folgt 

AB = AH- BH=2{AG -BK). 

4) Setzt man AB = 2j?, AG =^ x, BK = y, so ist 

p = x — y. 
Nach Art. 57 folgt für die den Distanzen AG und BK 
entsprechenden Verhaltnisse der Grenzbogen 



X 



ß* = sin jR : sin ^ n(p) == 1 : sin ^n{p) 

y 
6*= sin JB : sin i \2R — n{p)'\ = 1 : cos ^ n{p). 

Daraus erhält man nach Zusatz des Art. 56 

p_ 

e*= cot^ 77 (jp). 
Zusatz. Aus den Gleichungen 



sin a 



folgt 



2 cot— 



er 

COty + l 



«' 



COS a = 



cot ^ + 1 



sin 77 (|)) = 0^c y , cos 77 (|)) = tan -|- . 



Fig. 47. 



S\«' 



Linien und Flächen gleichen Abstandes. 

59. 

Im Art. 33 ist bereits nachgewiesen worden; däss eine 
Linie BB\ deren Punkte von einer ge- 
gebenen Geraden AÄ gleicl^en Abstand 
= h haben, eine krumme Linie ist. 

Es sei der Punkt C die Mitte der Strecke ^^ 
AÄ und E der zugehörige Punkt der Linie 
gleichen Abstandes, dreht man diese Linie 
um die Gerade CE als Axe, so beschreibt 
sie eine Fläche, deren Punkte von der durch ^ \ 
die Gerade AC erzeugten Ebene gleichen u 

Abstand = A haben; diese Fläche heisst daher eine Fläche 
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gleichen Abstaudes = h. Jeder Punkt, z. B. B, der Linie 
B£' beschreibt dabei einen Kreis, dessen Punkte von dem 
durch den Punkt Ä erzeugten Kreis gleichen Abstand haben. 

Das Verhältniss eines ßtückes der Linie gleichen Abstandes 
zum zugehörigen Stück der Geraden ist von der Grosse die- 
ser Stücke unabhängig; man kann daher dafür auch das Ver- 
hältniss der Umfönge dieser beiden Kreise setzen. 

Der erste umfang ist =OB2), der zweite = OJ.C. 
Nun ist 

OBD^OBCsiüBCE, OÄC = OBC sin ABC, 

also das erwähnte Verhältniss 

OBB : OÄC ^ sin BCE : Bin ABC. 

Ist der Punkt A fest und entfernt sich der Punkt C 
immer mehr vom Punkte A, so wird der Winkel AGB immer 
kleiner, der Winkel BCE also immer grosser, und, wenn 
der Punkt C im unendlichen liegt, so wird BCE =^ R und 
ABC^ n{AB)^ n{h). Es ist daher das erwähnte unver- 
änderliche Verhältniss der Linie gleichen Abstandes zur zu- 
gehörigen Strecke ihrer Geraden 

A _A 

l:sin77(Ä) = i(6*-f e *) = C0^A. 

Für Ä = fällt die Linie BB' mit der Geraden AÄ 
zusammen. Ist BU\ECy so liegt die Gerade BTJ näher 
zur Geraden EC als (die nicht schneidende Gerade) BA\ 
die Grenzlinie durch die Punkte B und B' (deren Tangente 
im Punkte B auf der Geraden BTJ senkrecht steht) liegt 
ausserhalb der Linie gleichen Abstandes. Sind die Punkte 
B und B' fest und legt man durch dieselben fortgesetzt für 
alle Abstände h von h = an bis ^ = 00 die entsprechen- 
den Linien gleichen Abstandes, so werden diese immer stärker 
gekrümmt (d. h. die von ihnen und der zugehörigen Strecke 
BB' bestimmten Flächenstücke werden immer grösser) und 
für Ä = 00 geht die Linie gleichen Abstandes in die durch 
die Punkte B, JB' gelegte Grenzlinie über, deren Axe BU^BC 
ist; denn für Ä = 00 ist das Verhältniss = 00, also AA' = 0, 
d, h. die Geraden BA und B'A' schneiden sich im un- 
endlichen. 



^ 
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Zusatz. Setzt man BCE=B — AGB, so folgt für 
das obige Verhältniss 

cos^CJS.: sin ÄBC = tt^$Y*i 

d. h. wird in dem bei A rechtwinkligen Dreieck ABC die 
Seite AB = h als unveränderlich vorausgesetzt, so bleibt 
das Verhältniss cos C : sin B ebenfalls unveränderlich. 



KreisumfiEing. 

60. 

Ist die Gerade AB J^AC, so ist für jeden beliebigen 
Punkt C, der Geraden AC zufolge des Zu- pig. 48. 

Satzes des vorigen Artikels 

cos A CB : sin ABC = cos A C^B : sin ABC^ , 

oder 

coQ AGB : cos ACiB == sin ABC: sin ABC^. 

Nun ist 

OAG : GAB = sin ABC : sin AGB 
OAG^:OAB = sin ABG^ : sin A C^B, 




also 



O^C:O^C,=i^^^^ '^"^^^ 



sin ABCi' sin AC^B 
oder nach der obigen Gleichung 

OAG: OAC^ = cot^C^ : cot AC^B. 

Beschreibt man die Grenzbögen CD und G^I)^ für die 
Geraden CG' und C,C/ || AB als Axen, so ist das Verhält- 
niss dieser Bogen 

GD:C^I)^ = OAC:OAG^, 
also 

CD : C^D^ = cot AGB : cot J-Ci-B. 

Setzt man der Kürze halber 

AC = y, AG^ =yi 

CD = r, G,D,=r^ 

ACB^q), AC^B = q>^, 
es ist also 

^y ' Oj/i = r : r| = cot q> : cot q>^ . 

Wird -4 JB unendlich, so gehen die Winkel q> und 9?^ in 
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die den Abständen y und y^ entsprechenden Parallelwinkel 
ACC und ACfi( über; es ist daher 

r : cot n{y) = r^ : cot n{y^) = C, 
wo C eine constante Zahl ist. Daraus folgt 

r = Ccoti7(y) = C0inf , 

Oy = 27tr^27tGtAn\. 

Um die Constante C zu bestimmen, berücksichtige man^ 
dass das Verhältniss 

C«ti|- 
r k 

~y y 

für den Grenzwerth y = in die Einheit übergeht. Es ist 
daher 

Nun ist allgemein 

daraus folgt (7 «= Ä; und 

Ebene Trigonometrie. 
61. 

Für das bei C rechtwinklige Dreieck ABC erhält man 

aus Art. 54, 1) 

Oa^= Oc sin A, 

Setzt man für Oa und Oc nach Art. 60 ihre Werthe, so ist 

1) 0iny = 0tay sin^, 
ebenso 

Femer ist nach Art. 59; Zusatz 

2) cos ^ : sin JB == C00 y , 

ebenso 

cos JB : sin J. = C0jgi y . 



i 
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Aus diesen Gleichungen folgt 

n sin^= — - 

^ . c 



. & 

a k 



2') cos A B= IM Y c ' 

welche Werthe in 

sin A^ 4" ^^^ -4.* «= 1 
gesetzt, geben 

• 

Addirt man zu beiden Seiten die Zahl 1, so erhält man mit 
Berücksichtigung, dass 

woraus, da f00 a; für jeden reellen Werth von x positiv ist, 

3) r0$ ^ = tW y r00 \ 

folgt. 

Durch Division der Gleichungen T) und 2) folgt 

a • 

tany 

tan -4== i— 



""T 



oder 

4) Jmiy =0tn Itan^. 

Aus den Gleichungen 2') und 3) folgt 

5) to^ y =" *^ T ^^® ^' 

Vermittelst der Gleichungen 1) bis 5) können sämmt- 
liche auf das rechtwinklige Dreieck bezüglichen Aufgaben 
gelöst werden. 

62. 

Ein beliebiges Dreieck kann durch Zerlegung in zwei 
rechtwinklige aufgelöst werden, ebenso können aus den For- 
meln für das rechtwinklige Dreieck die für das beliebige 
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Dreieck geltenden hergeleitet werden. Diese Ableitung wird 
durch folgende Bemerkung* erleichtert: Die Formeln für das 
rechtwinklige geradlinige Dreieck gehen in die Formeln für 
das rechtwinklige sphärische Dreieck über^ wenn man in den 

Verhältnissen der Seiten -T~f i- > ~h ^^^ Constante k in ki 

(wo %^=^y — l ist) verwandelt und ftir k den Radius der 
Kugel setzt. Man kann daher bei der Ableitung der allge- 
meinen Gleichungen der ebenen Trigonometrie aus denen des 
rechtwinkligen Dreiecks nicht nur denselben Grang einschlagen, 
wie bei der Ableitung der allgemeinen Gleichungen für das 
sphärische Dreieck aus denen des rechtwinkligen, sondern 
sogar aus den allgemeinen Gleichungen für das sphärische 
Dreieck die für das ebene erhalten, indem man für den Ra- 
dius d^r Kugel die Constante A'i setzt, oder falls der Radius 

= 1 gesetzt ist, indem man -jr-, , , -^ statt der Seiten 

a, &, c setzt. Die Kreisfuuctionen der Seiten verwandeln sich 
in hyperbolische Functionen, während die Functionen der 
Winkel ungeändert bleiben. 

Man erhält dadurch folgende Gleichungen der ebenen 
Trigonometrie 

0111 ^ :^0tn y : Bin y = sin^ : sin B< sin C 

a b c • h * c A 

tM y = tüB j tn$ ^ — $m Y ^in X cos A 

$tn ^ cos B = rii$ y $\\x j — 0in y to$ y cos A 

cos A cos B -\- (to%G ^=^ tü$ -j- sin A sin B. 

. b . c . . 
tan ^ ^ ton ^ ^ am ^ 

1 M IC K 



2 . , b , c . 

1 — tan I -T- tan i -jT- cos A 



tan|=//tani|tatti^tatti^tatti^ . 

wo a + 6 + ^ = 25, sr — (-4. + -B + C) = w gesetzt wird. 
Die Auflösung der Aufgaben geschieht auf ganz ähn- 



Lobatschewfikj, geometrische Untersuchungen, S. 60. 
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lichem Wege wie bei den entsprechenden Aufgaben der sphä- 
rischen Trigonometrie. 

Zusatz. Die vorstehenden Gleichungen stimmen mit 
den von Lobatschewsky gegebenen überein, wenn man statt 

resp. 

cot n{x), 1 : sin 11 (x), cos 11 (x) 

setzt. Aus den Gleichungen 1) bis 3) erhält man für das 
rechtwinklige Dreieck 

cot n{a) = cot n{c) sin Ä 

sin n(h) cos JB = sin ^ 

sin 77 (c) = sin 77 (a) sin 77(6), 

und analog für das schiefwinklige Dreieck 
cot 77 (a) : cot 77(6) = sin J. : sin B 

cos A cos nCb) cos 77(c) + ^ ^(6) rin n(c) _ ^ 
V / ^ / • 8mfl(a) 

cot A sin B sin 77 (c) 4- coaB = ^^^ rrr \ 

^ ^ ' cos n(a) 

j. -r» , /r. sin ^ sin £ 

cos A cos B + cos C = — . ^t/ x • 

' sin JT(c) 

Unendlich kleine Figuren^ absolute Geometrie im Sinne 

Bolyai's und Lobatschewsky's. 

63. 

Setzt man in den vorhergehenden Formeln die Verhält- 

nisse -jT-, -^, -j- sehr klein voraus, so erhält man die Glei- 
chungen 

a : 6 = sin J- : sin B 

a2 = fe2_|.c2 _ 26c cos ^ 

c = a cos 75 -|- 6 cos J. 

cos J. cos JB + cos (7 = sin ^ sin B. 

Die beiden letzteren lassen sich auf die Form bringen 

a sin {A-{- B) = c amA 
cos(J. + J?) + cosC = 0. 

Daraus folgt 
a sin(^ + 5 + = a sin(J:+J?) cosC+ a cos(J. + -B)sinC 

= c sin ^ [cos C+ cos {A + B)] = 0, 

FrischauT, Elemente der absoluten Geometrie. 5 
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(1. h. * 

A + B+C=2R. 

Die Formeln der nichteuclidischen Trigonometrie gehen 
also in die der euclidischen Trigonometrie über, wenn man 
die Verhältnisse der Seiten a, b^ c zur Grösse Je als sehr klein 
voraussetzt. 

Dieselben Resultate erhält man auch aus Art. 58; indem 

der Ausdruck 

)^ 

2k* 



l:8ini7(i)) = l+^ + .. 



für sehr kleine Werthe des Verhältnisses -| in die Einheit 
übergeht; also 

n{p) -= B 

wird. Ebenso geht das Verhältniss der Linie gleichen Ab- 
standes zu ihrer Basis des Art. 59 für sehr kleine Werthe 

von -v- in die Einheit über , wodurch für das bei C recht- 
winklige Dreieck ABC folgt 

cos ^ : sin -B = 1 d. h. A -\- B = R. 

Diese Kleinheit der Verhältnisse tritt ein, wenn entweder 
für ein endliches k die Seiten a, b, c sehr klein sind; oder 
für endliche Seiten a, b, c die Grösse k als sehr gross vor- 
ausgesetzt wird. 

Aus der ersten Voraussetzung folgt: Für unendlich kleine 
Figuren gilt die gewohnliche Geometrie unabhängig vom 
Parallelen -Axiom. Die zweite Voraussetzung gestattet die 
Auffassung der gewöhnlichen (euclidischen) Geometrie als 
speciellen Fall der nichteuclidischen Geometrie; indem man 
nur die Gonstante k so gross voraussetzt; dass man für un- 
sere Messungen mit den obigen genäherten Formeln aus- 
reicht. Aus diesem Grunde kann die nichteuclidische Geo- 
metrie die absolute Geometrie genannt werden; indem sie 
vom Parallelen- Axiom; dessen Unbeweisbarkeit hier unmittel- 
bar klar ist; als unabhängig betrachtet werden kann. 

Anmerkung. Da das Nichtstattfinden der euclidischen Geometrie 
in der Wirklichkeit an grossen Figuren sich zeigen müsste, so hat 
Lobatschewsky aus astronomischen Beobachtungen Dreiecke ge- 
bildet, deren kleinste Seiten ungefähr von der Grösse der doppelten 
Entfernung der Erde von der Sonne waren. Als Resultat dieser Un- 
tersuchung hat sich ergeben, dass bei solchen Dreiecken die Winkel- 



- 67 — 

summe noch immer nicht von zwei Eechten um eine solche Grösse 
abweicht, welche die aas den Beobachtungsfehlern herrührenden Gren- 
zen übersteigt. (Siehe Anhang Art. 4.) Auch W. Bolyai bemerkt, 
dass man sich wegen der Uebereinstimmang der auf das euclidische 
Axiom sich stützenden astronomischen Rechnungen mit den Beobach- 
tungen in der Praxis mit um so grösserer Sicherheit der gewöhnlichen 
Geometrie bedienen könne. 

64. 

Aus dem Vorstehenden ist unmittelbar klar^ in welchen 
Theilen die euclidische und die nichteuclidische Geometrie 
übereinstimmen. Dass dieses in allen auf Congruenz allein 
sieh stützenden Beziehungen der Fall ist^ wurde bereits im 
Art. 31 erwähnt. In Beziehungen, die eine Parallelen-Voraus- 
setzung erfordern, kann eine üebereinstimmung nur bei un- 
endlich kleinen Figuren oder bei solchen endlichen^ welche 
durch unendlich kleine ersetzt werden können, eintreten. 
Beispiele hierzu "sind folgende Sätze : 

1) Zwei Gerade JSJB' und CC, welche mit einer dritten 
A Ä nach derselben Richtung parallel sind, sind mit einander 
parallel. (Vergl, Art. 25, 3.) Man gehe in der Geraden AÄ 
(in der Richtung des Parallelismus) bis zu einem Punkte, 
dessen Entfernungen von den Geraden BW und QC un- 
endlich klein sind (Art. 32, 2). Eine senkrechte Ebene auf 
die Gerade AA in diesem Punkte ist auch senkrecht auf 
BB' und CC\ also BB' || CC\ 

2) Die Summe der drei Keile dreier Ebenen, die sich in 
parallelen Geraden schneiden, ist gleich zwei Rechte. Beweis 
wie 1). 

3) Die sphärische Trigonometrie ist unabhängig vom 
Parallelen-Axiom. Man beschreibe eine concentrische Kugel 
mit unendlich kleinem Radius; durch das gegebene Dreieck 
ist ein unendlich kleines sphärisches Dreieck bestimmt, wel- 
ches mit ihm gleiche Seiten und gleiche Winkel hat. 

Bei endlichen Figuren, die sich nicht durch unendlich 
kleine ersetzen lassen, müssen die unter Voraussetzung des 
euclidischen elften Axioms abgeleiteten Beziehungen von den 
unter Voraussetzung der nichteuclidischen Geometrie erhal- 
tenen verschieden sein. 

Anmerkung. Die Congruenz -Voraussetzung erfordert, dass für 
ein System der Geometrie die im Art. 56 eingeführte Grösse k unver- 

6* 



ftDderlich bleibt; denn k bedeutet die beBtimmte Entf« 
nuaintneagebOriger GrenzbOgen, deren VerbältniBB eine f 
—I e ist. FQr die verecbiedenen Wertbe TOn k erhalt 
dene Systeme der Geometrie, fir k'^oc erhält man d 
Geometrie. 

Im Falle deB StattSudens eines dieser S;Et«me der 
der Wirklicbkeit, müute fSr die LOBuug der Aufgaben t 
der RecbnuQg die Grösse k gegeben sein. Die Aufgabe: 
Trigonometrie und ihre LQsnDgen sind dann ganz anal 
sph arischen Trigonometrie. 

Aufgaben über Parallele und Niahtacbnei 

65. 
Sind p = AB und p ^ A'B' die Entfernui 
Punkte B und B' von der Geraden AÄ"^B 
AA <^a gesetzt 

ton -f- = tan |- c * . 

Denn zieht man A 
_L BB\ so ist 

AB 




also ist 



Nun ist das erste Verhältnisa gleich dem 
bögen zn den Punkten A und ji', d. i. gleich e 
66. 

Ist die Gerade BB' eine Nichtschneidende 
AÄ, und p der kleinste Abstand, so ist AA •^ 

Xm j = tnn I cns ^ ■ 

Denn es ist 

tun y = tun -y- coa AB'A' 

Inn ^ = tnn^ cos BAB' = tan ^e 
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also 



tanf 



rtanf 



cos AB'Ä' : sinA'AB' = tOB 
67. 



ÄÄ' 




also 



Aus dem Art. 59 ergibt sich unmittelbar die Lösung der 
Aufgabe : 

Durch einen Punkt B ausserhalb einer Ge- 
raden ÄC eine Parallele BG zur Geraden ÄC 
zu ziehen^ d. h. zu einer gegebenen Distanz den 
zugehörigen Parallelwinkel zu finden. 

Ist nämlich BÄ±AC, BD ± BA, B ein 

beliebiger Punkt der Geraden BD und DC ±. CA, 

so ist 

OBD:OAC= 1 :sin77(Ä), 

wo h = AB der Abstand und /7(A) der zugehörige Parallel- 
winkel ist. Da 1 > sin77(A) ist, so folgt BD > AC- 

'Beschreibt man aus dem Punkte C mit dem Radius JBD 
einen Ereis, so schneidet dieser die Gerade AB in einem 
Punkte, etwa F. Im Dreiecke ACF ist dann 

OCFiOCA^ 1 rsin^jPC, 
n{h) = AFC. 

Zieht man durch den Punkt B die Gerade BG derart, 
dass der Winkel ABG = AFC ist, so ist BG\\Aa 

68. 

Zu einem gegebenen Winkel als Parallelwinkel die zu- 
gehörige Distanz zu finden. 

Hülfssätze: 

1) Sind von den drei Senkrechten DD', FE', FF', 
welche in den Mitten D, E, F der 
Seiten AB, AC, BG eines Drei- 
ecks ABC errichtet sind, zwei zu 
einander parallel, so sind alle drei 
parallel. 

Zieht man von den Spitzen A, 
B, C des Dreiecks parallele Gerade 
AA, BB', CG' zu den beiden als A 

parallel vorausgesetzten Senkrechten, so folgt der Beweis un- 
mittelbar aus Art. 49, 2). 
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2) Sind 2a, 2&, 2c die Längen der den Winkeln X, B, 
egenüberliegenden Seiten und iat Ä der grösst« Winkel, 
inden in diesem Falle zwischen den Seiten und Winkeln 
ende Gleichungen statt 

Ä — nm-j-nic) 

B = n(c) - J7{a) 

c= n{h) - n(a). 

3} Macht man nun A'AG ■= B'BC = n(a), so schnei- 

sich die Geraden AG und BC in einem Punkte, etwa 
dabei ist im Dreieck ACG, vegen GAC = n{b) — n{a) 
7, AG = CG. 

Daraus folgt die Lösung der vorliegenden Aufgabe auf 
ende Art: Ist B'BC der gegebene Winkel, so kann man 
mittelst des vorigen Artikels) für eine hinreichend kleine 
anz BD einen Parallel winkel B'BI) > B'BC erhalten. 
;ht man DA = BD, AÄ\\BB', A'AG = B'BC und 
' der Geraden BC) GC= AG, ao bestimmt die Mitte F 

Strecke BG die dem Winkel B'BC entsprechende Di- 
z BF. 



Es sei die Gerade AA' |1 BB'\ 7,u einem gegebenen Punkte 
äer Geraden AÄ soll der Punkt B der Geraden BB' 
irt bestimmt werden, dass Winkel A'AB = B'BA. 
Man ziehe ausserhalb der Ebene AA' BB' die Gerade 
CC'WAA', mache Aü ± CC, CD 
y-Bsa, =,^Cund BB'WCC: Durch die 

Gerade CC lege man eine Ebene der- 
art, dass sie mit der Ebene AA'CC 
denselben Winkel bildet wie die Ebene 
DD'BB' und bestimme nach Art. 42 
ihre Durchschnittslinie MM' mit der 
Ebene^^'^B'. Die Gerade ^B_L3fJlf 
bestimmt den gesuchten Punkt S. 
Legt man nämlich durch den Punkt A für die Axe AÄ 
! Grenzfläche, so bilden auf derselben die vier Ebeneu 
i'DZt', AA'BB', DD'BB', CC'MM' zwei ähnUche 
nzdreiecke, woraus (wegen Aü = CD) AM =' MB, also 
h A'AB = B'BA (olgt. 




1 
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Anmerkung. Durch die Lösung dieser drei Aufgaben ist die 
directe Ausfuhrung der in den Art. 26, 2), 39, 49—51, 68, 2) u. s. w. 
vorkommenden Constructionen ermöglicht. 

70. 

Denkt man sich auf der Grenzfläche die Grenzbögen 
durch ihre Endpunkte allein bestimmt — analog wie in der 
Ebene die Strecke — , so kann auf die in dem vorigen Ar- 
tikel enthaltenen Aufgaben die Losung der nachstehenden 
zurückgeführt werden: 

1) Einen Grenzbogen zu bestimmen, welcher gleich ist 
der Summe zweier durch ihre Endpunkte bestimmten Grenz- 
bögen AB und CD. 

Man bestimme nach Art. 67 die den Strecken ^ÄB und 
\GD entsprechenden Parallelwinkel 77(^^5) und n{\GD) 
und lege die Strecken AB und CD unter dem Winkel 
TI{^AB) + n{^CD) an einander. Der Anfangspunkt A 
der ersten Strecke und der Endpunkt D der zweiten Strecke 
bestimmen dgjin die beiden Endpunkte des gesuchten Grenz- 
bogens. 

Auf analoge Art wird ein Grenzbogen bestimmt, welcher 
gleich ist dem unterschiede zweier Grenzbögen. 

2) Zu drei Grenzbögen SA, AB, SC die vierte geo- 
metrische Proportionale CD zu finden. 

Dazu dient dasselbe Verfahren wie in der euclidischen 
Planimetrie. Man lege in einer Ebene 5t (vermittelst zwei- 
maliger Anwendung des Art. 67) die Sehnen der Bögen SA 
und AB so an einander, dass die Punkte S, A, B in einer 
Grenzlinie liegen, d. h. dass der Winkel SAB = n(^SA) 
-{- n{^AB) ist. Ist SS' die Axe dieses Grenzbogens, so 
lege man durch dieselbe eine beliebige Ebene 91' und ziehe 
in dieser die Gerade CC \\ SS' derart, dass SC gleich der 
Sehne des dritten Bogens und der Winkel S'SC =: CCS, 
also s= n(^SC) ist. Legt man durch BB' eine Ebene unter 
derselben Neigung mit der Ebene 91 wie die der Ebene 
BB'CC und bestimmt nach Art. 42 deren Durchschnittslinie 
DD' mit der Ebene 21', so erhält man die gesuchte vierte 
Proportionale CD, wenn nach der Aufgabe des Art 69 der 
Punkt D derart bestimmt wird, dass Winkel D'DC=CCD ist. 



k 



rr' 



r 
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In äbülicher Weise kann die mittlere geometrische Pro- 
portionale ^ u. s. w. construirt werden. Berücksichtigt man 
ausserdem die Sätze des Art. 53, so erhält man folgenden 
allgemeinen Satz: 

Auf der Grenzfläche kann man — ohne Rücksicht 
auf das euclidische Axiom — alle Constructionen ausführen, 
welche in der euclidischen Planimetrie möglich sind. Es ist 
also auch die Theilung von 4 ü in gleiche Theile in denselben 
Fällen möglich. 

Beispiel. Es sei ÄÄB = ^i2, femer AB so gewählt, 
Fig. 53. dass BB' _L AB und || -4-4' ist; bestimmt 

man auf der Geraden BB' den Punkt C7 der- 
art, dass A'AC = B'CA ist, so ist BG = x 
gesetzt, nach Art. 57 

X 

J 



6"= l :sinijB = 2, 
also X geometrisch construirt. 

Wählt man den Winkel ÄAB derart, dass 

sin A'AB = --, d. i. ÄAB = 21« 35' 5". 63 

e 

ist (was näherungsweise möglich ist), so wird x=^k. 




I. ' 



f 



Fig. 54. 



I^^ 



Punkt und Linien-Element in der Ebene. 

71. 

Für die Bestimmung der Punkte einer Ebene denke man 
sich in derselben eine bestimmte unbegrenzte Gerade XX' 

als Axe und in dieser einen bestimm- 
ten Punkt als Anfang gegeben. 

um den Punkt M zu bestimmen, 
ziehe man MB ±_ XX'; die Strecken 
OP = X und PM = y bestimmen die 
Lage des Punktes M eindeutig, wenn 
X die Grösse x auf der einen Seite des 
Punktes positiv, auf der entgegen- 
gesetzten negativ, die Grösse y auf der einen Seite der Ge- 
raden XX' positiv, auf der entgegengesetzten negativ ge- 
nommen wird. 



M 



/ 



/ 



nr 



Jt^-^ 



r p' 
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Die Grossen x und y heissen die Goordinaten des 
Punktes M, es soll dies durch M = (x, y) bezeichnet werden. 

Eine Gleichung y^=sf(x), wo y eine stetige Function 
von X ist^ hat zu ihrem geometrischen Orte eine stetige Linie. 

Ist M' ein zweiter Punkt, sind OP' = x' und Jf' P' = y 
dessen Goordinaten, so ist PP' = x — x = Jx. Legt man 
durch den Punkt M eine Linie MN gleichen Abstandes = y 
zur Geraden XX', welche die Gerade M'P' im Punkte N 
schneidet, so ist M' N = y -^ y = ^ y. Dabei ist nach 
Art. 59 der Bogen 

Sind M und Jf' zwei unendlich nahe liegende Punkte, 
so erhält man für das unendlich kleine (bei N rechtwinklige) 
Dreieck MM'N 

oder, wenn MM' = ds gesetzt wird, 

ds'^ = (00 |- dx'^ + dy'K 

Sind M und M' Punkte einer Linie, deren Gleichung 
y = f(x) (oder tp {x, y) = 0) gegeben ist, so kann man ds 
durch eine Variable und deren Differential ausdrücken. 



Grenzlinie. 
72. 

Ist OX eine Axe der Grenzlinie, so erhält man 

aus Art. 57 ei'= 1 : sin i7(y) 

aus Art. 58, 4) ^|_ ^^^ ^„(^y 

Eliminirt man 77 (t/), so erhält man als Gleichung der 
Grenzlinie 



X 



CM 



k ' 



also 



Durch Differentiation folgt 

dx = teil y dy , 

d$ = tn$j dy. 



lutegrirt mau, so erhält man wie in Art. 60 für den von 
au gezählten Grenzbogen 

s = ksm^j^ = k cot n (y) . 

Gleiohung der Qeraden. 

73. 
Die Gleichung der Geraden kann entweder nach einem 
der gewöhnlichen (euclidi sehen) Geometrie entsprechenden 
Verfahren oder direct aus dem aoaljrtischen Ausdrucke für 
das Liuienelement erhalten werden. Im ersteren Falle muss 
mau unterscheiden, ob die Gerade eine die :c-Axe scbueidende 
oder eine zu ihr parallele, oder eine nichtschneidende Gerade ist. 

1) Schneidet die Gerade die x-A^e im Funkte A, so ist 
OA = l, MA X = a gesetzt, für jeden Punkt M = (x, y) 

ton I = sin -^ ' tan « , 

welche Gleichung sich auf die Form bringen lässt 

tan ^ = m tfls ^ + M »in j , 

wo m uud n Gonstaute sind. 

2) Ist die Gerade parallel zur (positiven) a:-Ase, so ist 



WD i/d die Ordinate im Anfange bedeutet. 

3) Für eine die «-Äse Nichtechneidende erhält man 

tan I = tan I tos ^-^ , 

wo für a: = i die Ordinate y ^p ein Minimum ist. 

74. 

Zur Erläuterung der Untersuchungen im dritten Buche 
sollen die Gleichung der Geraden uud ihre Eigenschaften auch 
aus dem Ausdrucke für das Liuienelement hergeleitet werden. 

Die Gleichung der Geraden erhält man in diesem Falle 
aus ihrer Eigenschaft, dass sie die kürzeste Verbindung zweier 
Punkte JW[ ^ (Xi, y{) und Jffj ■= (cc^, y^) bestimmt. Es muss 
daher für die Gerade das Integral 
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J=fj/tt^B'{dx'-\-dy' 



zwischen den den Punkten Jf, und M^ entsprechenden Grenzen 
ein Minimum werden. Betrachtet man x als Function von 
y und setzt der Kürze halber 

SO muss also das Integral 



= /* Vdy 



Vi 



ein Minimum werden. Die Bedingung dafür ist 



oder 



*7 pdV^ddx. ^ 

yi 



li'-]-Jl{^'-^y-^-^ 



Vi yi 
also, wegen Sx^ = 6x2 = , 

dy [dxj ^ ' 
oder 



dv 

dx 



. = 6', 



wo C eine willkürliche Constante bedeutet. Entwickelt man 

ö— > 9 so erhält man 
dx ' 



X (00 



y^ 

k 



mithin 



y 



t0.|-a;'»+l 



= C; 



dx 



Cdy 



cos 



oder 



1/ 



f 06 ^ - C« 
fC 



G 



cos 



dy 



dx = 



V 



k 



G* 



C0B 



k 
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Setzt man 

so wird 

, kCdx 

aX = - ,:. ^ : =. - . 

Kl — c*+ü*e' 



Integrirt man, so wird 



x -\- ß ^ k\og(c im l-i- }/ \ — C' + C^ tan 

wo D eine willkiirliclie Constaiite bedeutet. Dan 
wenn 

gesetzt wird und die Wurzel absolut genommen wii 



Schafft man die Wurzel weg, so erhält man 
ü) '2tanf- =06* +be ^ . 



Anmerkung. Für «ehr grosse Werthe von k folg 
Gleichung 2) 



iai 

75. 
Aus der Gleichung 1) des vorigen Art, folgt 

e* reell ist, muas die Bedingung erfüllet werden 
tau '{ -ab>0. 



1) Sind a und ö verschieden bezeichnet, so ist < 

reell; damit jedoch x reell ist, muss e* positiv sein. 
Ist a positiv, so ist fUr das obere Zeichen x re 
negativ, so ist für das untere Zeichen x reell. 



a 

Die Gerade schneidet daher die x-Axe. 

Die Gleichung der Geraden lässt sich in diesem Falle 
umfofmen in 
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Für j/ = , erhält man 



indem man 



tan f = w i^itt ^- 






setzt. Ist « der Neigungswinkel der Geraden zur x-Axe, l 
die Abscisse des Durchschnittspunktes, so ist 



i 1 

k 1 1 ,* 



a = tan cc e , 6 = = tan « e 

Setzt man «/ = + cx> , so wird 

♦ X — l ,1 

die diesen beiden Werthen von x entsprechenden Ordinaten 
sind zur Geraden parallel. 

2) Sind a und h gleich bezeichnet und zwar positiv, so 

ist für ein positives y der Ausdruck a* reell, wenij 
d. h. wenn y^ffo ist, wo 

Für jeden Werth von y, welcher dieser Bedingung ent- 

as 

spricht, sind beide Werthe von e* positiv, d. h. jedem (posi- 
tiven) y entsprechen zwei zugehörige Werthe von x. Ist § 
die Mitte der beiden Werthe von rr, welche mit x^ und x^ 
I bezeichnet werden sollen, also 2i, = x^-^ x^y so folgt aus 
der Gleichung der Geraden 

e * = ^ oder e* = /i , 
welcher Werth von y unabhängig ist. 
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Die Gleichung der Geraden lässt sich umformen in 



d. h. in 



2tan?=^ä6(/;.^ + /^-r^)-, 



im % = tan ?r ws 



x-i 



Da cäiS u immer positir und grosser als Eins ist, so it 
y > Vq^ ^' ^- för a? = g ist y = j/q ein Minimum. 
Setzt man y = <x> , so wird 



tM 



x-i 



^ = rot ^ 



k ~ '-''* k 

aus welcher Gleichung zwei Werthe von x — g erhaltei 
werden: ist x' der eine Werth, so ist — x' der andere. 

3) Ist eine der Zahlen a oder b gleich Null, so erhall 
man resp. 



2tanl 



X 

k 



ie * oder 2 tan ? =^e* • 



Die erste Gerade ist parallel der positiven, die zwei! 
parallel der negativen a;-Axe: Ist yo ^^^ Werth von y 
^ es 0, so erhält man als Gleichung der Geraden 

X _x 

tan I = tan f e" * oder tan | = tan | e' . 

Zusatz. Aus der Gleichung 2) erhellet unmittelbari 
dass eine Vertauschung der Zeichen von a und b in du 
entgegengesetzten die Ordinate + «/ in — y verwandelt. 

76. 

1) Der Winkel, welchen eine Gerade mit der durchj 
einen ihrer Punkte zur a;-Axe gezogenen Linien gleichen" 
Abstandes bildet, ist bestimmt durch 



tan (p 



_äy_ 

iOi ^ dx 
k 



= i (ae* — be ~^\ 



tns 



y 

k 



2) Schneiden sich die beiden Geraden 



2t«tt| 



x 

~k 



ae + be 



X 

k 



X 



2 tan l^a'e" +h'e 



X 

~k 



k 
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im Punkte (Xi j y^), so erhält man 






r a — a ^ 



2 tan f 



ab' — ab 



y («■ ~ a') (6' - b) 

Damit x^ und j^^ reell sind, müssen die Differenzen a — a' 
und b — y entgegengesetzt bezeichnet sein. 

3) Ist ^ der Neigungswinkel der beiden Geraden, so ist 

wo die Werthe von q> und (p' für den Durchschnittspunkt 
(^1 9 Vi) ^^ nehmen sind. Damit erhält man 

V 4.{a — a) (6' - 6) — (ab' — aT)« 



tan^ = 



a6' + a'6 — 2 



Entfernung zweier Funkte. 

77. 

Analog der Aufstellung der Gleichung der Geraden kann 
die Distanz d zweier Punkte Jf, = {x^y y,) und M^ = {x^j ^2) 
auf zweifache Art bestimmt werden. Zieht man (wie in 
der gewöhnlichen Geometrie) vom Punkte M^ die Gerade 
M^Q ± P2^2) wobei OPi = a?,, P^M^=y^, OP^ = x^, 
Pj ^2 = y> vorausgesetzt wird, so ist 

d MiO QM. 



tan ^^ = tun 



^2 — ^1 



t00 



k 



Aus diesen Gleichungen folgt 



r0$ 






Vi 



Vi 



r00f r00f c00?V^-0-^f 0ttt, 



78. 



Für die zweite Methode verfahrt man so: Setzt man in 
für x' den Werth aus der Differentialgleichung der Geraden 



so erhält 


man 


'■ 


-W-'K^ 


c 


oder 




</s - 
ds 


kdu 





sin *[ -= « , 1 — C^ — m» 
gesetzt wird. 

Buraus folgt durch Integration für die von e 
liebigen Punkt der Geraden (als Anfang) gezählt 
nung des Punktes (x, y) der Geraden 

'jH / ,- 

e * ^i\n^Jf.ytS%\ -CS 

wo E eine willkQrhche Constante bedeutet. 
Aus der Gleichung der Geraden folgt 



]/nsf-C = €0108^6" -Csinf ; 
damit erhält man 

« * = Ca W0 ^ e* + (1 — C) «in ^ = Ci 
wo 

Z-=aCIIsf / + (1 -C)6ln|:- 

Drückt man die Constante C durch die Coos 
und b aus und bezieht den Factor C in die Constan 
so erhält man 



Z = ocija|-e* +(}/l -ab ~ Osinf ■ 

Sind Ml = {x, , y,) und Jlf^ -= {x^ , y^ zwei 
= Sj — äj deren Kntfernuug, Z^ und Z.^ die zug 
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Werthe von Z, so erhält man 

d 

Bestimmt man aus den Gleichungen 



»1 



2 tfltt ^ = ae* + 6e 



k 



«a 



a?i 






2tanf = ae*+6e 

die Constanten a und h und setzt sie in die obige Gleichung 
für die Distanz ä, so erhält man letztere ausgedrückt durch 
die Coordinaten der Punkte M^ und Jlfj. 

Diese Rechnung wird auf folgende Art durchgeführt: 



a = 



tan ^ c * — tan ^ e * 



atn 



^» — ^1 
k 



Xi «a 

tan ^c* +tan^6* 

k ' k 

i 

. Xf — Xi 



sm'^^Z, «jj I ten I + sin I' «$ ^^ + «in f i^ 

iyr=/«ttt^=^+tttw f + t«nf' - 2 ton f t«n f w«^^^ 

wobei das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
^2 — ^1 positiv oder negativ ist. 

Die Grosse N lässt sich umformen in 



ttHB ^tt^lSf^N 



/(■ 



= |/(«0f Msf WS^^^ 



»in f sin f 



).-i- 



$xn 



k 



wo der Kürze halber 



t0«|- = w$fc0!5f «s^^-stnfslnf 

A/ A/ A/ A/ A/ A> 



gesetzt wird. 

Daraus folgt 



Frischsnf, Elemente der absoluten Geometrie. 



also 
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$tn ^=^ Z^ 






WX 



Vi 



$tn 



x^ — a?i 



z,= 















6in -T — 0tii -jT- Ä 



u 
k 



= € 



u 
k 



d. h. d = M oder 



tn$ 



k 



K K K K tv 



Anmerkung. Für sehr grosse Werthe von k folgt aus der obigen 
Formel der Distanz die Gleichung 



Kreis und Knimmung. 

79. 
Betrachtet man in dem Ausdrucke für die Entfernung 
zweier Punkte M^ und itfj eiiien der beiden Punkte, etwa 
den Punkt üfj, als fest und bestimmt alle Punkte ilf 2; deren 
Entfernung d von M^ constant «= r ist; so erhält man die 
Gleichung des EreiseS; dessen Mittelpunkt der Punkt Jf, und 
dessen Radius = r ist. 

Für M^ = (a, ß), Jlfj = (a;, y), erhält man als Kreis- 
gleichung 



ß 



Hz n/ iv tv nt nt 

1) Ist j3 = 0; a = r^ so ist der Goordinaten- Anfangspunkt 
ein Punkt der Kreislinie, die Gleichung wird 

X — r 



r00 y = ^^^1^^^^^ 



Für r = cx> , geht die Kreislinie in die Grenzlinie über, 
deren Gleichung also 
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C0S^ = C 



X 

* 



ist. Vergl. Art. 72. 



2) Setzt man ß = ^Jci^ so erhält man als Kreisgleichung 



2 

C0$ 



ii5mf , 



weleher Gleichung genügt wird; wenn 

r = a + ~ki 
gesetzt wird; woraus dann folgt 

d. h. man kann die ^^Linien gleichen Abstandes'^ als Kreise 

betrachten^ deren Radius die Form a + yÄi hat, wo a den 

constanten Abstand bezeichnet. Für a = geht die Linie 
gleichen Abstandes in eine Gerade über; man kann daher 

letztere als eine Kreislinie vom Radius ~Jci betrachten, der 

Zugehörige Umfang wird nach Art. 60 gleich 2%hi. 

Durch Umdrehung der Kreislinie um einen Durchmesser 
erhalt inan: Die Fläche gleichen Abstandes kann man als 



n- 



eine Kugelfläche vom Radius a + ^ü betrachten, u. s. w. 

Zusatz. IstJ.B = 2a eine Sehne, der Mittelpunkt 
des Kreises, Winkel OAB = (Oy so ist 

. tfltt "l = tfltt ^ cos CO ; 

durch dieselbe Gleichung ist auch der Radius a des Schnittes 
einer Ebene mit einer Kugelfläche bestimmt, der durch eine 
Tangente eines Hauptkreises gelegt wird, und der mit der 
Sbene des letzteren den spitzen Winkel co bildet. 

Setzt man r ==h -{-^Jci, so wird 

tawy = r0t-j^ coso. 

Für o > g)q, wo cos c^q = taH y gesetzt wird, ist a 
reell*; für o = gJq , wird a = oo, d. h. die Schnitt- 



* Die Bestimmung der reellen Ereisschnitte kann auch direct aus 
Art. 75 und 76 erhalten werden. 

6* 
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ebene ist zur Grundfläche parallel (vergl. Art. 58) und die 
Schnittlinie ist eine Grenzlinie. 

Für ö < Oq, wird a complex. Setzt man • 

so wird 

tut X ~ ^^^ ¥ ^^^ ^ • 
Von o = öy bis CO = nimmt li von cx> bis h ab. 

80. 

Es seien M und M' zwei Punkte einer Kreislinie, MT 

und M'T' ihre zugehörigen Tangenten, 
welche sich im Punkte N schneiden. Der 
Winkel TNT ist die Aenderung der 
Lage der Tangente Jf T, wenn sie nach 
M'T' bewegt wird: dieser Winkel ist die 
Krümmung des Bogens MM\ Setzt man 
TNr = 7C'--2MN0 = 2a, MN=t, 

NO = Q, 
so ist 

tan y = tmi ^ cos MNO = tan -| sin «, 




oder 



Bin a 



tan 



k 



Sind die Punkte M und M' unendlich nahe, so ist 
MM' = ds =^ 2MN = 2t , 9 = ^; woraus für das Mass der 
Krümmung des Kreises folgt 



1 ^ f 



9* 

1) Ist r endlich, so ist ti^i'j-> 1; also m> l :Tc. 

« 

2) Für r = oo, folgt m.= 1 : Z;; d. h. das Mass der 
Krümmung der Grenzlinie ist = 1 : ä; . 

3) Setzt man m <. 1 iTc voraus, so folgt 



woraus 



2r 



k 



1 + km 
1 — km 



= — ii 



IC 1 I 9C 7 • 
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erhalten wird. Setzt man — log (i «=41^, so folgt 

Die Linien gleichen Äbstandes sind daher Kreislinien 
mit der Krümmung < 1 :Tc, die Gerade selbst besitzt die 
Krümmung „Nmll". 

Die Kreislinie (sammt Grenzlinie), die Linie gleichen Ab- - 
'Standes und die Gerade sind in der Geometrie die einzigen 
an allen Stellen gleichartigen (d. i. aus congruenten Stücken 
-zosammengesetzten) ebenen Linien; durch diese kann die 
Krümmung einer beliebigen stetigen Linie bestimmt werden. 
Ans dem Yorhergehenden erhellt, dass jedes unendlich kleine 
Stück einer krummen Linie mit einem Kreisbogen zusammen- 
fallt, welpher entweder zu einem wirklichen Kreise oder zu 
eifier Linie gleichen Äbstandes gehört, je nachdem das Krüm- 
mungsmass grösser oder kleiner als 1 :k ist. 

Funkt und Linien-Element im Baume. 

81. 

Um die Lage eines Punktes im Räume zu bestimmen, 
denke man sich eine bestimmte Ebene als Grundebene, in 
dieser eine bestimmte Gerade als Axe und in letzterer einen 
bestimmten Punkt als Anfang\ 

Von dem . zu bestimmenden Punkt M ziehe man eine 
Senkrechte MF = z auf die Grundebene, welche positiv ge- 
nommen wird auf der einen Seite der Grundebene, negativ 
auf der entgegengesetzten. In der Grundebene werden die 
(Joordinaten x, y des Punktes P nach Art. 71 bestimmt. Die 
Grössen x, y, heissen die Co ordinalen des Punktes M. 

Ist M' = (x, y, 0') ein zweiter Punkt, so lege man 
durch den Punkt M eine Fläche gleichen Äbstandes = z zur 
Grundebene, welche der Senkrechten M'P' = / im Punkte 
N begegnet; dabei ist nach Art. 59 der Bogen 

Sind M und M' zwei unendlich nahe Punkte, ds deren 
Entfernung, so ist 



■4 
•I 
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• • • 

Nach Art. 71 ist * 

also 

ds^ = tn$ ftnB^dx^ + tüB^dy^ -t de\ 

Sind die Grleichungen einer Linie gegeben, so erhält man 
durch Integration die Länge des Bogens zwischen zwei Punkten. 

Gtorade und Ebene« 

82. 

Die Gleichungen der Geraden können yermittelst der 
Variationsrechnung aus der Bedingung der kürzesten Ent- 
fernung zweier Punkte erhalten werden. Bequemer erhält 
man jedoch dieselben mit Zuziehung der Resultate der Art. 74 
und 77. 

Man kann nämlich die Gerade MM' durch die Gleichung 
der Geraden PP' in der Grundebene (d. i. ihrer Projection) 
und durch die Gleichung der Geraden Jlf Jtf' auf die Gerade 
PP' bezogen bestimmen. 

1) Die Gleichung der Geraden PP' sei 



X 



2) Ist u die Entfernung des Punktes P von irgend einem 
festen Punkte Ä der Geraden PP' als Anfang ^ so ist die 
Gleichung der Geraden MM' für die Axe PP' 



u u 



2iatt-^-=c6*+dc *, 

wo c und d Constante sind. 

Setzt man in diese Gleichung für u seinen Werth nach 
Art. 77 

so erhält man die Gleichung der Geraden MM' ßlr die Axe 
PP' in den Coordinaten x, y, gegeben; die Constanten 

6* und e können in die Constanten c und d einbezogen 
werden. 



U- _ J 
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Die vier Constauten a, 6, c, d können durch Bedingungen^ 
welchen die Gerade MM' unterworfen ist, bestimmt werden. 

In ähnlicher Weise kann die Entfernung zweier Punkte 
bestimmt werden. • Man erhält durch zweimalige Anwendung 
der Formel des Art. 77 

dabei bedeutet ^ die Projection der Strecke d auf die xy- 
!Ejbene. 

Für die Entfernung r des Punkts Jüf = (aj^ |^, j») vom 
Anfang erhält man 

ttB y = C00 y t00 f C0Sy . 

83. 

Es seien p := OP und r =^ OM zwei vom Coordinaten- 
Aufang gezogene Strecken^ dabei werde p so gewählt, dass 
das Dreieck OMP bei P rechtwinklig ist. Setzt man P = 
^(a, J, c); Jf = (a;, y, z)^ PM=^ d, so ist 

t00y=t00f r0j$y. 

Drückt man nach dem vorigen Artikel die Grössen r, p, d 
durch die Coordinaten der Punkte M und P aus, so er- 
hält man 

1) tan f = tan -f- tan f + 



tan 



+ 



k 



a b 

"' T "" T 



■ a 




""T 





X y 
m -j^ m f 



Man ziehe im Punkte eine Gerade ZZ' senkrecht auf 
die fl?y- Ebene und lege durch ZZ' eine Ebene senkrecht auf 
die a;-Axe; welche die a;y-Ebene in der Geraden YY' 
schneidet. Die drei durch den Punkt M auf den Axen XX\ 
YY\ ZZ' senkrechten Ebenen bestimmen drei von aus 
gezählt« Strecken x\ y\ /. Bezeichnet man mit (r, x) den 
Winkel der Geraden OM und OX, so ist 
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X 



tttlt -^ = Im -j^ cos (r, x) u. s. w. 
Berücksichtigt man die Gleichungen 

X = X, tÄtt-| = imj ttB I , tmiy = &n y rosy C00 ^ 

und die analogen für {a\ V, c), so erhält man 

cos (p, r) = cos (p, x) cos (r, x) + cos (j>, y) cos (r, y) 

+ cos (jp, j») cos (r, j?). 

Sind a, bj c also auch j) Gonstante, so stellt die Glei- 
chung 1) die Gleichung der Ebene dar. 

Andere Coordinaten - Systeme. 

84. 

Die in den vorhergehenden Untersuchungen voraus- 
gesetzten Coordinaten entsprechen der gewohnlichen gra- 
phischen Darstellung der Functionswerthe; es mögen daher 
noch andere Coordinaten in Kürze erwähnt werden. 

Statt durch die Abstände 0P=^ x, FM^^y den Punkt 
M einer Ebene zu bestimmen, kann man letztere als den 
Durchschnittspunkt der beiden Senkrechten auf zwei unter 
einem rechten Winkel sich schneidende Axen betrachten und 
die Abschnitte OP = x, OQ = y oder noch zweckmässiger 
die hyperbolischen Tangenten der Verhältnisse dieser Ab- 
schnitte zu Je als Coordinaten i, ri wählen*, so dass 

Sind % und iy zugleich < 1 , so wird ein reeller Punkt, 
ist eine oder jede Coordinate > 1, so wird ein idealer Punkt 
dargestellt. 

Bezeichnet man mit 9 den Winkel MOX und setzt 

OM = r, tan y = p, so ist 

5 = (> cos g?, fj = Q sin 9; 
d. i. die Transformation in Polarcoordinaten. 

Die Transformation in Coordinaten des ursprünglichen 
Systems ist gegeben durch 



* Esche rieh, die Geometrie auf den Flächen constanter nega- 
tiver EjTÜmmung. Sitzb. der kais. Akad. der Wissensch. Bd. LXIX. 
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X =^ X 



y — 



y 



X 



tattf = tmiy C0S^ 



Die Gleichung der Geraden wird 

1? = a| + ^• 
Der Ausdruck für das Linien-Element nimmt die Form an 

ds'^ = Edx'^ + 2Fdxdy + Gdy'^, 

y^o F von Null verschieden ist, da der Winkel PMQ spitz ist. 
Für räumliche Figuren betrachte man die im vorigen 
Artikel mit x', i/, z' bezeichneten Abschnitte auf den Axen 
XX% YY\ ZZ' als Coordinateti. Statt dieser Grössen kann 
man die Functionen |, 17, g, wo 

ist^ einführen. Dadurch wird z. B. die Gleichung der Ebene 

In gleicher Weise gehen die Gleichungen der Geraden in 
zwei lineare Gleichungen zwischen den Functionen S, 1?, S über. 

85. 

Nimmt man in einer Ebene eine Grenzlinie zur a;-Axe 
und in dieser einen bestimmten Punkt als Anfangs so kann 
der Punkt M auf die folgende Art bestimmt werden.* Man 
ziehe vom Punkte M eine Axe, welche die Grenzlinie im 
Punkte P schneidet. Das Stück OP der Grenzlinie und die 
Streclie PM der Axe — diese Grössen sammt Vorzeichen 
genommen — können als Coordinaten Xy y des Punktes M 
betrachtet werden. 

Die bezüglichen Transformationsformeln lassen sich ohne 
Schwierigkeit entwickeln, für den Ausdruck des Linien- 
Elementes erhält man 

ds^ = e^ dx'^ + dyS 

woraus ganz analog wie im Art. 74 die Gleichung der Ge- 
raden und die Entfernung zweier Punkte gefunden wird. 

Für räumliche Gebilde nimmt man eine Grenzfläche als 
rcy- Fläche und zieht durch den zu bestimmenden Punkt M 



* Flye S*- -Marie, fitudes analytiques sur la th^orie des paralleles. 
Paris, 1871. 
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eine Axe der Grenzfläche^ welche von letzterer im Punkte P 
geschnitten wird. Die rechtwinkligen Cioordinaten a?, y des 
Punktes P auf der Grenzfläche — für welche die gewohn- 
liche Geometrie gilt — und die Strecke PM (sammt Vor- 
zeichen) dienen als Coordinaten x, y, e des Pimktes M, 

Ist M' ein zu M unendlich naher Punkt, so ist 
FT"" = dx^ + dy\ 

ds^ = e^ {dx'^ + dy^) + d0^. 

Flächenbestimmung ebener Figuren. 

86. 

Die Bestimmung der Fläche einer ebenen Figur wird 
durch Zerlegung der gegebenen Fläche in unendlich kleine 
Elemente, auf welche man also die gewöhnliche Geometrie 
anwenden kann, durchgeführt. 

Um die Fläche z einer ebenen Figur, begrenzt von zwei 
Ordinaten einer krummen Linie, dem Bogen derselben und 
der Abscissenaxe zu bestimmen, zerlege man die Fläche 
zwischen zwei unendlich nahen Ordinaten MP und M'P' 
(Figur des Art. 71) durch unendlich nahe Linien gleichen 
Abstandes mit der Axe XX' in rechteckige Elemente. Ist h 
der Abstand einer dieser Linien, dh die Entfernung je zweier 
Linien gleichen Abstandes, so ist die Fläche des zugehörigen 
Elementes * 

d'^0 = tt^$-j^dxdh. 

Daraus folgt für die Grösse dz des Streifens zwischen 
den beiden Ordinaten MP und M'P\ indem man von ä==0 
bis h '^^ y integrirt, 

dz = ik$mj^dx. 



also 



1) Für die Linie gleichen Abstandes ist 

y z==p = Const., 



2) Für 



^ = ]cx$xn^. 



imif = tattf r00f , 
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ist 

, k^mdu 

y 1—1»* — w*u* 

•wo ton y = w, 0iny = M gesetzt ist. Daraus folgt 

z = ¥ 2^Q sm^0itt y 0in ^\ . 

Daß Doppelte dieser Fläche ist gleich der Fläche des Rechteck- 
AnalogOB, dessen Basis =^2x und dessen mittlere (d. i. kleinste) 
Höhe = y^ ist. . 

3) Für die Grenzfläche ist 



X 



C00f =c* 



=Ä./<- ' - "'*"*'♦ 



2 a; 

also dz = h y e^ — 1 dx = h'^ 



i + it^ 



2x 

u^ = e^ — 1 



^ = ^2 ($m -| - arc tan ^tn f) 



87. 

Kreisfläche. Die Fläche eines Kreises kann durch con- 
centrische Kreise in unendlich schmale Ringe und jeder dieser 
Ringe durch unendlich nahe Radien in unendlich kleine recht- 
eckige Elemente zerlegt werden. 

Man erhält dadurch für die Fläche eines Ringes vom 
Radius x und von der Breite dx den Werth 

Oxdx = 2xTc $xn ^dXy 

integrirt man von x=^0 bis a; = r, so erhält man die Fläche 
des Kreises vom Radius r 

2nW (t00 ^ - l) = 47rÄ;2 m. |^ . 

Zusatz. Ist Q die Länge eines Grenzbogens, dessen 
Sehne = r ist, so ist nach Art. 60 

also 



7CQ^ = AjtJo^ Bin 



2 
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d. h. ein Kreis auf der Grenzfläche mit dem Radius g ist 
flächengleich dem ebenen Kreis ^ dessen Radius die Sehne r 
des Grenzbogens q ist. 

88. 

Um die Fläche zwischen den zwei Grenzbogen AB ^=^s 
und AB' = s' und den Axenstücken AA = BB' = Z hbu 
bestimmen; theile man (wie in Art. 56) die Strecke AA in 
unendlich kleine Theile = dx und lege durch die Theilungs- 
punkte Grenzbögen. Ist x die Entfernung eines Grenzbc^ens 
vom Bogen AB\ so ist 

X 

se^dx 

die zwischen den GrenzbogeU; deren Abstände x und x-^- dx 
sind; enthaltene Fläche, also das zwischen den Grenzen 
und l genommene Integral 

fcs'(e*-- 1) = si — sh 

die Gesammtfläche. Um die von einem Bogen s und den^ 
Axen der Endpunkte bestimmte Fläche zu erhalten ^ setze 
man s' = 0. 

89. 

Für die Drei ecksf lache ist die Bestimmung des con- 
stanten Verhältnisses l der Fläche f eines Dreiecks zu ihrem 
Unterschiede u der Winkelsumme von 2R (vergl. Art. 38) 
nöthig. Diese Berechnung geschieht am einfachsten auf die 
folgende Art: 

Setzt man in dem Ausdrucke Art. 62 
die Seiten a, &, c also auch s sehr klein voraus, so erhält man 

y8{8-a){8^h){8'=^ _ f 

also A = 1c^. 

Andere Methode: Man denke sich ein Dreie9k ABC, wo 
der der Seite AB anliegende Winkel B= B ist und der 
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?^uiikt C im Unendlichen liegt, d. h. der Winkel C = oder 
AC^BC ist. Ist ÄE ± AB, so ist der Winkel 

EAC=2B — A^B==u. 

Zieht man den Grenzbogen AD, so ist 
nach Art. 60 

AD = Ä cot n{AB) = Je iajiu. 

Die Fläche S begrenzt vom Grenzbogen 

AD und den Axen AC und DC ist nech 

Art. 8§ 

S = Ä • -42) — ¥ tan t*, 

mithin das Verhältniss 

8 k^tsLnu Ä^ tant* 




^J5C 



Au 



« 



hältniss 



Mit dem Verschwinden der Seite AB geht das Ver- 
AD , , ,. TT , .... . S 



also auch die Verhältnisse 



ABC 



I tan « . 
und m 



u 



AB ' 

die Einheit über. Es ist daher 

also die Fläche f eines beliebigen Dreiecks ^ dessen Winkel 
A, By C sind, 

/•= Ä^M = h\n; --A — B — C). 

Zusatz. Ist das Dreieck gleichschenklig d. h. a = h 
und die Basis c unendlich klein, so kann man 

5 = a + Y = öt> 5 — a = 5 — 6= Y»^"" ^ = ^ — ^ ^^^ 
setzen. Man erhält damit 



u 



a 



Damit kann die Fläche des Ereissectors bestimmt wer- 
den. Zerlegt man den Bogen l des Sectors in unendlich 
kleine Stücke Cy so erhält man durch Addition der Dreiecke 
für die Fläche des Sectors 



lloimi 



k ' 
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90. • 

Vieleck. Sind J.,, ^.j, . • An die (innern) Winkel eines 
hohlwinkligen n-Eckes^ so ist die Fläche 

/•= ^2 [(n — 2) Ä — ^j — ^2 — • • — ^i.]- 
Ist das Vieleck regulär^ so istJ., = J.^ = . . «= -4„=J., 
also 

Pür^i = ^2 — .. = ^„ = 0wird die Flache =(n — 2)Äfe« 
ein Maximum. 

Anwendungen: 1) Zufolge der im Art. 70 enthaltenen 
Aufgaben ist die Construction eines regulären Vierecks mög- 
lich^ dessen Fläche «» jtA;^ d. i. gleich der grössten Dreiecks- 
fläche ist. 

Es werde in dem bei C rechtwinkligen Dreiecke ABC 
der Winkel -4.«=4^JB, B=JiJ vorausgesetzt. Aus Art. 61 
Gleichung 2) 

sin i Ä ^^^ k 
folgt, indem man für cos ^B und sin -^12 die Werthe 

cos iE = i ^^ 2 und sin iE = i j/2^^2 
setzt, 

a a 



e +e = 



und daraus 



K2- y2^ 



^-Vlr 



K2 + 1 



welcher Ausdruck — da nur zweite Wurzeln vorkommen — 
geoiüetrisch construirt werden kann. Damit erhält man dann 
(analog wie im Beispiele des Art. 70) die Seite a. 

Die Fläche des eben construirten Dreiecks ist s= ^jtk^. 
Durch Anlegung eines congruenten Dreiecks A'B'C\ dessen 
Hypotenuse AB' mit der Seite AB zusammenfallt; erhält 
man ein Viereck ACBC, in welchem drei rechte Winkel 
und ein Winkel = 4 ^ ^mA, und aus vier solchen Vierecken 
kann man ein reguläres Viereck zusammensetzen, dessen Seiten 
= 2a und dessen Winkel »= ^Jß sind. 

2) In ganz analoger Weise kann man ein reguläres n-Eck 
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von derTläche nh^ construiren, wenn n — 2* • 3" • 5/* • 17^ . . . 
ist, wo a, /J, y, . . «= oder 1 ist. 

Denn aus 

/•= äF = W [{n - 2) Ä - wJ.] 
folgt 



^ = (w — 3) 



n 



Vermöge der von Gauss entdeckten Kreistheilung* kön- 

nen in diesem Falle die Functionen cos — und sin — ü. s. w. 

durch zweite Wurzeln ausgedrückt werden; ist x die Seite 
eines rechtwinkligen Dreiecks; dessen gegenüberliegender Win- 

kel = — und dessen anliegender Winkel = (n — 3) — ist, 
so kann der Ausdruck X, wo 



X= (05 



X 



cos 



n 



sin (n — 3) — 



X 



ist; also auch 6^ und mithin auch x geometrisch construirt 
werden. Das 2 w fache dieses Dreiecks ist gleich nJc^. 

Unter der Voraussetzung der obigen Form für die Zahl 
n kann also die Fläche otJc^ in n gleiche Theile getheilt wer- 
den. Es ist daher auch die Construction eines Vielecks von 
der Fläche f^^JÜL^jc'^ 

wo m beliebig und n von der obigen Form ist; möglich. 

3) Bedeutet q den zur Sehne r gehörigen Grenzbogen, 
so ist die Fläche des ebenen Kreises vom Radius r (nach 
Art. 87, Zusatz) 

TCQ^ = Tck^ tanw^, 

wo mit Beibehaltung der Figur des Art. 89, u = EÄC und 
die Sehne ÄD ^^r ist. 

Da man (nach Art. 67) den Winkel u für jeden Werth 
von r durch Construction erhält, so kann man tant« als das 
Verhältniss zweier Grenzbogen also auch tanu^ geometrisch 
construiren. Die Fläche eines ebenen Kreises ist daher geo- 
metrisch quadrirt vermittelst einer geradlinigen Figur {=utk^) 

* Disquisitiones arithm. — Frischauf, Vorlesungen über Zahlen- 
theorie. — Bachmann, die Lehre von der Ereistheüung. Leipzig, 1872. 



nnd vermittelst gleichförmiger Liuien derselben Alt (< 
bögen, welche bezüglich ihrer Yergleichung eich wie Sti 
verhalten). Da nQ* die Fläche eines Kreises auf der 1 
fläche ist, so ist auf dieselbe Art auch der Kreia ai 
Grenzfläche quadrirt. 

Igt tanw' eine ganze Zahl oder ein Bruch -^ , n 
Nenner n die erwähnte Gauss'sche Form hat, so kan: 
nach dem Vorigen ein (ebenes) Vieleck construiren, 
Fläche der Fläche des Kreises gleich ist. 

F^lolienbeatimmiing rämnliolier Figuren. 
91. 
Um das coQstante Verhältniss einer Hache gleich< 
Standes =h zur zugehörigen Fläche ihrer Grund-Eb< 
bestimmen, grenze man auf letzterer ein unendlich I 
Rechteck mit den Seiten a und b ab. * 

Die zugehörigen Seiten d und - h' des Elächenel< 
der Fläche gleichen Abatandes sind durch 

das Fläehenelement also durch 

«'6'= al tu» 4 



Die krumme Oberfläche s, welche von dem Stück i 
Linie gleicheu Abstandes ^^ h durch Umdrehung ui 
Gerade erzeugt wird, ist 

e = Oh .q 

SS = 2nk Bin ^ • p itts j = Jthp sin ~ , 

wo p das dem Bogen q entsprechende Stflck der Gerac 

93. 
Kugelabschnitt. Es sei A der Pol des Kugelab^cl 
AOS ^ ip der halbe Mittelpunktswinkel, p der Umfa 
grössten Kreises. Isi BC XOA, ao ist 
OSC = p sinqs. 



- 97 — 



also 



Ist X die Lange des Kreisbogens -4B, so ist 



dx == ^dw. 




Die Fläche di3 der durch das Bogen- 
element dx bestimmten Kugelzone ist 

dis^= OBCdx ===|>sin 9) - ^dtp, 

oder 

dz = ^ Binq)dq). 

Das Integral von bis (p giebt die krumme* Fläche des 
Kugelabschnittes 

^=^(1 — COS97). 
Für 9> <== ;r erhält man die gesammte Kugelfläche 

Daraus folgt (nach Art. 44) für die Fläche eines sphä- 
rischen Dreiecks 

Zusatz. Der Ausdruck für die krumme Fläche eines 
Kugelabschnittes lässt sich auf folgende Art umformen: 
Durch den Umfang des grössten Kreises der Zeichnung denke 
man sich eine Grenzfläche gelegt, welche von den durch die 
Badien OÄ und OB auf die Ebene des Kreises senkrechten 
Ebenen in den Grenzbögen O'Ä und O'B geschnitten wird. 
Zieht man den Grenzbogen BD ±. A0\ so erhält man ein 
Grenzdreieck BffD, in welchem 

Winkel 0' = 9?, |) = 27cO'B, 

also ~(yB^^ cos 9, 

. AD 2nAD ' 

1 COS w = TT—T, = ■» 

^ O B p 

und 

ß = AB 'p = 7iAD ' AA 

ist, WO AÄ den Grenzbogen AO'Ä bedeutet. Ist AB der 

Grenzbogen zwischen den Punkten A und J5*, so ist 

* Dieser Grenzbogen ist in der Figur nicht gezeichnet, derselbe 
ist von dem Kreisbogen AB verschieden. 

Frischauf, Elemente der absoluten Geometrie. 7 
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also 

Durch Anwendung des Zusatzes des Art. 87 folgt: Die 
krumme Fläche eines Kugelabschnittes ist gleich der Fläche 
eines (ebenen) Kreises , dessen Badius gleich der Strecke 
zwischen dem Pol und einem Punkte des Umfanges des 
Schnittkreises ist. 

InhaltsbeBtimmung. 

94. 

Der Inhalt des Körpers, begrenzt von einer ebenen Figur 
als Grundfläche, wird dadurch bestimmt, dass man durch 
Flächen gleichen Abstandes zur Basi^ den Körpet in Ele- 
mente zerlegt. Ist y der Abstand, p der der Fläche zuge- 
hörige Theil der Grundebene, so ist das Körperelement 

dv ^ pttfB jdy. 

Drückt man p durch y aus, so erhält man durch Integration 
den Inhalt des Körpers. 

Ist p = Const., so gibt das Integral von bis h 

v = \]cp $m2j + ^ph 

den Inhalt des Analogon des geraden Prismas der gewöhn- 
lichen Geometrie, wo p die Basis und h die Höhe bedeutet. 



Fig. 58. 




95. 

In ähnlicher Weise wird der Inhalt 
der Pyramide bestimmt. Es sei SABC 
die gegebene Pyramide,- wobei SA 1^ ABC 
vorausgesetzt wird. Zerschneidet man die 
Pyra-mide durch Flächen gleichen Abstan- 
des ÄB'C in Elemente, so ist 

dv = A'B'C dy 

das Element des Inhaltes. Ist B^C^ die 
^ Projection der Linie B'C auf die Basis, 

so ist 

dv = AB^ G, t:0J$|- dy . 
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Setzt man SA=^hy AB=^b, AC=c, ABy=^Xy AC^^=u, 
so kann man mit Zuziehung der Gleichungen 



tan 



y 



stn 



6 — X 
IT 



0tn 



c — 1* 



k 



h . b 

tan -y~ $in 



6m 



K K K 

die Fläche J-^jC/durch y ausdrücken. Das Integral von 
bis h gibt den Inhalt der Pyramide. 



96. 

Auf dieselbe Art wird der Inhalt des geraden Kegels 
bestimmt. Im rechtwinkligen Dreiecke SAO stelle SO=h 
die Hohe, AO = r den Badius der Basis und SA = s die 
Seite des Kegels dar. Ist M ein Punkt der Seite SA, MP ±A0, 
so ist p gleich der Kreisfläche mit dem Radius OP = r — Uy 
wenn AP = u gesetzt wird. Daraus folgt 



dv = 4nk^$xn ^^TTT^ tt^^Hräy , 



dabei ist 



2k 



k 



ton^ 



0tn 



k 



Drückt man die Grösse u durch y aus, so erhält man 



k 



i^^^ll-- 



— f^xn -i- $m ^ a0 ^ ^^ — i Tl + r0$ 2 -|-^ dfy • 



Das Integral von bis h gibt für den Inhalt 
V = n¥ (s tun y tri X — M • . 

* 97. 

Den Inhalt des Rotationskörpers des Art. 92 erhält man 
auf die folgende Art: Man zerlege die Fläche, begrenzt von 
den Linien p und q und den Ordinaten der Endpunkte, durch 
Linien gleichen Abstandes in Elemente, so bestimmen bei 
der Umdrehung je zwei auf einander folgende Linien einen 
ringförmigen Körper. Durch Ebenen, welche auf der Strecke p 
der Umdrehungsaxe senkrecht sind, wird jeder Ring in 



> « M 
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Körperelemente zerlegt. Ist x der Abstand einer Linie p' 
gleichen Abstandes von der Axe p, sind dp und dp' die 
Stücke der Geraden p und der Abstandslinie p' zwischen je 
zwei senkrechten Ebenen, so ist der Inhalt dv des Körper- 
elements 

dv = Oxdxdp «= 7cTc^vx2r^dxdp ^ 
also der Inhalt eines Binges (indem man nach p integrirt) 

und die Summe der Ringe (indem man von bis h integrirt) 

V = 7t¥pm\\ j ^ 

98. 

Die Kugel zerlege man durch concentrische Kugelflächen 
in Elemente. Ist x der Radius einer Kugelfläche , dx die 
EntfernuDg je zweier Kugelflächen, so ist der Inhalt des 
Elementes enthalten zwischen, diesen beiden Kugelflächen 
(nach Art. 93) 

fdx = 45rifc2 0m y dx , 
also der Inhalt der Kugel 

wo r der Radius ist. 



. -* 

3 



Drittes Buch. 
Endlicher Raum und absolute Geometrie. 



Absolute Sphärik. « 

99. 

Für das leichtere Verständniss der später behandelten 
Planimetrie des endlichen Raumes möge die nachstehende 
DarsteUung der Sätze der Sphärik ohne Benützung des 
Mittelpunktes der Kugel vorausgeschickt werden. 

Die Kugelfläche (Sphäre) ist eine endliche, unbegrenzte, 
an allen Stellen gleichartige d. i. aus congruenten Theilen 
zusammengesetzte Fläche. Durch zwei beliebige Punkte der- 
selben ist im Allgemeinen eine grösste Kreislinie (Haupt- 
kreis) möglich, welcher eine unbegrenzte an allen Stellen 
gleichartige Linie ist, so dass die beiden Theile der Kugel- 
fläche zu den beiden entgegengesetzten Seiten des Haupt- 
kreises vollkommen gleichartig sind, d. h. zur Deckung ge- 
bracht werden können. 

Jede grösste Kreislinie theilt die Sphäre in zwei con- 
gruente Stücke, alle grössten Kreislinien sind daher congruent 
und folglich von gleicher Länge. 

Schneidet eine grösste Kreislinie AA' eine zweite BB' 
in einem Punkte M^ so muss nach Art. 6 die erste die 
zweite mindestens nochmals in einem Punkte M' schneiden. 

Zwei beliebige grösste Kreislinien AA' und BB' schnei- 
den sich in zwei Punkten M und M\ in welchen die beiden 
Kreifilinien halbirt werden. Zwei solche Punkte heissen 
Gegenpunkte. 

Denn würde die Linie BB' auf derselben Seite von AA' 
liegen, so müsste die halbe Sphäre und der zwischen BB' 
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* 

und AA' liegende Theil der Sphäre wieder gleich der halben 
Sphäre sein. 

Nimmt man von den halben Sphären auf der einen Seite 
Fig. 59, ^ von AA' und BB' den ihnen ge- 

meinsamen zwischen den MBM' und 
MAM' liegenden Theil der Sphäre 
weg; so erhält man die Gleichheit 
der zwischen den Linien MA' M' 
und MBM\ MAM' und MB'M 
liegenden Theile der Sphäre, woraus 
folgt, dass die Dürchschnittspunkte M und M' zwei Gegen- 
punkte sind. 

Der zwischen zwei in Gegenpunkten sich schneidenden 
halben grössten Kreislinien enthaltene Theil der Sphäre heisst 
ein (sphärisches) Zweie ck. 

A.US dem Vorhergehenden folgt : Durch zwei Gegenpunkte 
einar Sphäre sind beliebig viele grösste Kreislinien möglich. 
Zwei Punkte, die nicht Gegenpunkte sind, d. h. nicht eine 
durch sie gelegte grösste Kreislinie halbiren, bestimmen eine 
und nur eine grösste Kreislinie. Durch jeden Punkt der 
Sphäre kann man beliebige grösste Kreislinien ziehen, alle 
diese Linien schneiden sich nochmals in dem zugehörigen 
Gegenpunkte. Um zwei Gegenpunkte herum kann man die 
Sphäre in eine beliebige Anzahl congruenter Theile getheilt 
voraussetzen, — ähnlich, wie die (geradlinigen) Winkel um 
einen Punkt in einer Ebene unter Voraussetzung ' der ge- 
wöhnlichen Geometrie. In diesem Sinne kann die Fläche 
des Zweiecks als dessen Winkel (und umgekehrt) betrachtet 

werden. 

100. 

Zwei (beliebige) grösste Kreislinien theilen die Sphäre 
in vier Zweiecke; eine dritte grösste Kreislinie theilt jedes 
dieser Zweiecke in zwei (sphärische) Dreiecke. Durch drei 
grösste Kreislinien wird also die Sphäre in acht Dreiecke 
zerlegt, von denen jedes durch drei Durchschnittspunkte und 
,die durch sie gelegten grössten Kreislinien bestimmf ist. 
Der zwischen je zweien dieser Punkte* enthaltene kleinere 
Theil jeder Kreislinie heisst eine Seite des Dreiecks. 

Ist ABC eines dieser Dreiecke, so heisst das durch die 
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zugehörigen Gegenpunkte bestimmte Dreieck A'B'C das 
dem ersteren symmetrische. Wegen 

AB = AA' - BA' == BB' — BA' = AB' 

und der Gleichheit der Winkel eines Zweiecks in den Gegen- 
punkten und der Scheitel-Zweiecke folgt, dass die beiden symme- 
trischen Dreiecke ABC und A'B'C die entsprechenden Stücke 
in derselben Ordnung einander gleich haben. Berücksichtigt 
man, dass bei zwei schneidenden Linien (auf derselben Fläche) 
die geschnittenen Theile der einen auf den entgegengesetzten 
Seiten der anderen liegen, so folgt die Verschiedenheit des 
Drehungssinnes bei symmetrischen Dreiecken. Verschiebt 
man daher das Dreieck A' B' C derart, dass die Seite A'B' 
mit der Seite AB des Dreiecks ABC zusammenfällt, so liegen 
die Punkte C und C auf den entgegengesetzten Seiten der 
Linie AB, 

Ist AB = BC d. h. das Dreieck ABC — alsoauch das 
Dreieck A'B'C — gleichschenklig, so sind beide einander 
congruent, also C = -4; und; wegen G = C\ A=^C] d. h. 
im gleichschenkligen Dreiecke sind die den gleichen Seiten 
gegenüberliegenden Winkel einander gleich. 

101. 

Jedes sphärische Dreieck hat einen Mittelpunkt. Denn 
die senkrechten grössteri Kreislinien in 
den Mitten D und E der Seiten BC 
und AC schneiden sich in einem Punkte 
0, woraus AO==CO = BO folgt. Ver- 
bindet man die Mitte F der Seite AB 
durch eine grösste Kreislinie, so steht 
OF senkrecht auf AB. Man kann da- 
her den Punkt auch als den Durchschnittspunkt der drei 
Senkrechten in den Mitt#n der Dreiecksseiten erklären. 

.Folgerungen: a) Man kann jedes Dreieck in drei 
gleichschenklige Dreiecke mit gemeinsamer Spitze und gleichen 
Schenkeln AO = BO = CO zerlegen, b) Zwei symmetrische 
Dreiecke ABC und A'B' C sind flächengleich. Man be- 
stimme den Mittelpunkt des Dreiecks ABC und mache auf 
A'B' das A^'-B'O'^ A^J?0 derart, dass der Punkt 0' 
mit dem Punkte C auf derselben oder entgegengesetzten 
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Seite von Ä'B' liegt, wenn der Punkt mit dem Punkte C 
auf derselben oder entgegengesetzten Seite von AB liegt; 
dann folgt (aus AC = Ä C und A=^ A')y dass die Dreiecke 
ACO und A'C 0' symmetrisch, sind, also (wegen -40 = (70) 
A'O' ^G'O' d. h., dass der Punkt 0' der Mittelpunkt des 
Dreiecks A'B'G' ist. Die Dreiecke OAB, OBG, OCA sind 
resp. mit den Dreiecken O'^'jB', O'B'G', O'G'A' con- 
gruent, also die aus ihnen zusammengesetzten Dreiecke ABC 
und A'B'G' flächengleich. 

102. 

Bestimmung der Fläche eines sphärischen Dreiecks. Die 
grösste Kreislinie durch zwei Spitzen A und B theilt die 
Sphäre in zwei congruente Theile. Die grössten Kreislinien 
durch die Punkte A und C, B und G bestimmen mit der 
erster en auf der Halb -Sphäre der Punkte A,B,G zwei Zwei- 
ecke mit den Winkeln A und JB, welche die Fläche des 
Dreiecks gemeinsam haben. Die Summe dieser beiden Zwei- 
ecke vermindert um die Fläche dieses Dreiecks gibt die halbe 
Sphäre vermindert um die Fläche des Dreiecks A'B'C, 
welches letztere wieder gleich ist der Fläche des Zweiecks C 
vermindert um das dem Dreiecke ABG flächengleiche Dreieck 
A' B' G\ Ist F die Fläche der (ganzen) Sphäre, f die Fläche 
des Dreiecks AB G^ so ist also 

A + B + G = iiF'\-2f 

f=^{A + B + G--\F). 

Theilt man die Sphäre in zwei Gegenpunkten in 360 
Zweieeke, von denen jedes ein Grad == P genannt wird, so ist 

/•=i(^.+ B + C-1800), 

wo -4, JB, G in Graden auszudrücken sind. 
Da f positiv ist so ist 

A -\- B + G >'^\S0\ 

Mit dem Verschwinden von f wird die Winkelsumme des 
sphärischen Dreiecks = 180® = der des geradlinigen Dreiecks 
in der euclidischen Geometrie. 

Auch die Gleichungen der „sphärischen Trigonometrie'* 
können ohne Schwierigkeit unabhängig von jeder fremdartigen 
Hülfe erhalten werden. 
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Planimetrie des endlichen Baumes. 

103. 

Unter der Voraussetzung, dass die Gerade zwar unbe- 
grenzt aber endlich ist, d. i. unter der Voraussetzung des 
endlichen aber unbegrenzten Raumes wird die Planimetrie 
mit der Sphärik identisch. Erklärt man die Gerade als eine 
Linie, die im Allgemeinen durch zwei Punkte bestimmt also 
aus congruenten Stücken zusammengesetzt ist, so wird man 
durch fortgesetzte VerlängeruDg einer Strecke wieder zu den 
früheren Punkten zurück kommen. In gleicher Weise muss 
dann auch der Ebene die Eigenschaft der Endlichkeit zuge- 
sprochen werden, weil die geradlinige Verbindung zweier 
Punkte einer Ebene vollkommen in die Ebene fällt. 

Die Voraussetzungen für die ebene Geometrie sind daher 
folgende : 

1) Alle Geraden sind einander tÄngruent also auch von 
gleicher Länge, etwa ü = 2jrÄ. 

2) Die Ebene ist aus congruenten in sich verschiebbaren 
Theilen zusammengesetzt. 

3) Durch zwei Punkte einer Ebene ist im Allgemeinen nur 
eine Gerade möglich. Diese Gerade liegt mit allen ihren 
Punkten in der Ebene. 

Aus diesen Voraussetzungen folgt unmittelbar wie in 
den vorigen Art., dass je zwei Gerade einer Ebene sich in 

zwei Punkten, deren Entfernung == - ist, schneiden; ferner, 

dass die Ebene durch jede unbegrenzte Gerade in zwei (con- 
gruente) Halbebenen getheilt wird, u. s. w. Man ersieht, 
dass man alle Sätze der Sphärik unmittelbar auf die Plani- 
metrie übertragen kann, indem man grösste Kreislinie, Sphäre, 
u. s. w. resp. durch Gerade, Ebene, u. s. w. ersetzt. Gleiches 
gilt daher auch von den Winkeln, Dreiecken (bei welchen 
dann ebenfalls zwischen Cougruenz und Symmetrie unter- 
schieden werden muss), deren Flächen und Relationen zwischen 
ihren Seiten und Winkeln. Speciell erhält man, wenn die 
Fläche der Halbebene = 180» gesetzt wird, für die Fläche / 
eines Dreiecks mit den Winkeln J.,J?,C den Ausdruck 

/•=i(^ + JB + C-1800). 
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Die Winkelsumme des geradlinigen Dreiecks ist daher grösser 
als 180®. In gleicher Weise gehen die Relationen der sphäri- 
schen Trigonometrie in die der Planimetrie über, indem mau 
statt des Umfanges des grossten Kreises die Lange der ganzen 
Geraden setzt. Berücksichtigt man ferner, dass die Formeln 
der Sphärik für sehr kleine Verhältnisse der Seiten einer 
Figur zum Radius in die der euclidischen Planimetrie über- 
gehen, so folgt analog wie im Art. 63: 

1) Für unendlich kleine Figuren gilt die gewohnliche 
(euclidische) Geometrie. 

2) Man kann die gewöhnliche (euclidische) Geometrie 
als speciellen Fall der endlichen Geometrie auffassen, indem 
man die Länge der unbegrenzten Geraden so gross annimmt, 
dass man für unsere Messungen mit den Näherungsformeln, 
die sich aus der Sphärik ergeben, ausreicht. 

Al^lute Qeometrie. 
• 104. 

Fasst man die in den vorhergehenden Artikeln gewonne- 
nen Resultate zusammen, so ergibt sich, dass die gewöhn- 
lichen Voraussetzungen (Axiome) der Gongruenz sowie der 
durch Definitionen eingeführten einfachsten Gebilde der Ge- 
raden, Ebene, u. s. w. für den Aufbau der Geometrie nicht aus- 
reichend sind. Für die Gerade ist erforderlich, dass man ausser 
der gewöhnlichen Erklärung: ,,sie ist eine durch zwei Punkte 
bestimmte Linie'^ noch angibt, ob sie endlich oder unendlich ist. 

Die Voraussetzung der ^Unendlichkeit der Geraden — 
also auch die der Ebene — liefert die im Art. 63 als abso- 
lute Geometrie im Sinne Bolyais bezeichnete allgemeine Geo- 
metrie, in der die Gerade zwei unendlich ferne Punkte besitzt. 

•Die euclidische Geometrie erscheint als gpecieller Fall 
dieser Geometrie dadurch, dass man mit .voller Beibehaltung 
des Axioms der Geraden die beiden unendlich fernen Punkte 
einer Geraden als einen einzigen Punkt betrachtet. 

Die Voraussetzung der Endlichkeit der Geraden liefert 
eine Geonjetrie, in welcher das Axiom der Geraden nicht 
mehr in voller Allgemeinheit erhalten werden kann. Auch 
von dieser Geometrie kann man die euclidische als speciellen 
Fall betrachten, indem man in letzterer der Geraden zwei 
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unendlich ferne Punkte beilegt und das Axiom der Geraden 
nur für die im endlichen liegenden Punkte beibehält ^ wäh- 
rend man es für die unendlich fernen Punkte aufgibt. Unter 
dieser Voraussetzung lautet die Definition der Geraden so: 
Die Gerade ist eine Linie, die durch zwei im Endlichen 
liegende Punkte bestimmt ist; liegen aber zwei Punkte im 
Unendlichen, so sind durch sie beliebig viele Gerade möglich. 
Die Geometrien des unendlichen und endlichen Raumes 
sammt ihrem speciellen Fall der euclidischen Geometrie sind 
analytisch durch dieselben Formeln gegeben, da nämlich die 
Formeln der nichteuclidischen Geometrie und der Sphärik 
(als Repräsentant der Geometrie des endlichen Raumes) durch 
Umwandlung einer Constanten To in hi in einander über- 
gehen. Die euclidische Geometrie kann nun als Uebergangs- 
fall der beiden Geometrien betrachtet werden, indem der 
Uebergang der Constanten \ :h in 1 iTci (oder liM ml \Tc) 
durch die Nulle geschieht. Betrachtet man die Formeln der 
nichteuclidischen Geometrie als die Ausgangsformeln, so er- 
scheint, falls der Uebergang in Null aus dem Reellen d. i. 
aus 1 : Tc geschieht, die euclidische Geometrie als specieller 
Fall der nichteuclidischen; geschieht hingegen^ dieser Ueber- 
gang aus dem Imaginäfen (d. i. aus 1 ihi), so erscheint die 
euclidische Geometrie als specieller Fall der Sphärik. Je nach 
der einen oder anderen Fassung wird man der Geraden resp 
einen oder zwei unendlich entfernte Punkte beilegen und das 
Axiom der Geraden resp. vollständig oder auf endliche Punkte 
beschränkt beibehalten. 

Anmerkung. Wegen der Analogie der Beziehungen der drei 
Formen der Geometrie mit denen der Hyperbel, Ellipse und Parabel 
hat Felix Klein* die nichteuclidische , sphärische und euclidische 
Geometrie resp. die hyperbolische, elliptische und parabolische Geo- 
metrie genannt. 

105. 

Ungeachtet der scheinbaren Selbstständigkeit der Geometrie 
des endlichen Baumes kann doch die Geometrie Bolyai's und 
Lobatschewskj's als der allgemeine Fall bezeichnet werden. 

* „Ueber die sogenannte nichteuclidische Geometrie." Mathema- 
tischp Annalen Bd. 4. 
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Da nämlich jede Wissenschaft ihren Gegenstand aus ge- 
wissen hypothetischen Voraussetzungen und Gebilden aufbaut; 
so muss von den verschiedenen möglichen Formen einer 
Wissenschaft, die den verschiedenen Voraussetzungen ent- 
sprecheU; diejenige die allgemeinste genannt werden, welche 
unter ihren Objecten die der übrigen Formen enthält. 

Die auf Grundlage des unendlichen Raumes erhaltene 
Geometrie besitzt unter ihren Gebilden die Sphäre (und die 
von ihr eingeschlossene Eugel als Theil des Raumes) mit 
genau denselben Eigenschaften als die selbstständige Form 
des endlichen Raumes. Man kann daher die Geometrie des 
endlichen Raumes als einen Theil der Untersuchungen der 
Geometrie des unendlichen Raumes auffassen ; d. h. letztere 
als die allgemeine Form betrachten. 

Im Vorigen wurden in der Geometrie des endlichen 
Raumes nur die ,; Gerade in der Ebene ^^ betrachtet ^ wobei 
letztere Fläche durch die im Art. 103 erwähnten Eigenschaf- 
ten definirt ist. Aus diesen Eigenschaften folgt noch nicht, 
dass die Ebene auch durch drei Punkte ^ die nicht in einer 
Geraden liegen, bestimmt ist. Diese Eigenschaft setzt näm- 
lich die Umlj^hrbarkeit der Ebene voraus, welche für den 
endlichen Raum nicht stattfindet, da eine endliche unbegrenzte 
gleichartige Fläche nicht umkehrbar ist, denn sonst müssten 
in einer jeden Hauptlinie die beiden inneren Seiten der 
Hälften zusammenfallen. Eine unbegrenzte und zugleich 
umkehrbare Fläche muss daher unendlich ferne Elemente 
enthalten, d. i. unendlich sein.* 

Für die Möglichkeit von Untersuchungen „aus der Stereo- 
metrie'* ist ,die vorher erwähnte Eigenschaft der Ebene uner- 
lässlich, woraus wieder die Zwecklosigkeit einer selbstständi- 
gen Geometrie des endlichen Raumes hervorgeht, 

Anmerkung. Ob der wirkliche d. i. Erfahrungsraum unendlich 
ist^ ist hierdurch keineswegs nachgewiesen; aus dem Vorhergehenden 
ist es jedoch vollkommen klar, dass der ideale Baum als unendlich 
vorausgesetzt werden kann. 



* Die Grenzfläche ist ein Beispiel einer unendlichen, gleichartigen 
aber nicht umkehrbaren Fläche; es gilt also nicht der Satz ,Jede un- 
endlich gleichartige Fläche ist umkehrbar" allgemein, sondern nur in 
der euclidischen Geometrie. • 



— 109 — 

Absolute Frojectivität. 

106. • 

Sind A und JS zwei Punkte einer Geraden, so soll durch 
die Zusammenstellung AB die zwischen den Punkten A und 
B enthaltene Strecke bezeichnet werden. Dieselbe wird posi- 
tiv .oder negativ genommen, je nachdem der Punkt B in der 
positiven oder negativen Richtung auf den Punkt A folgt. 

Ist C ein Punkt der Gerade J.JB, so ist das Verhältniss 

. AC . CB 

positiv, wenn der Punkt C auf der Strecke AB] negativ, 
wenn der Punkt C ausserhalb der Strecke liegt; dasselbe ist 
absolut grösser als Eins, wenn der Punkt C näher dem Punkte 
B als dem Punkte A liegt. Für zwei fixe Punkte A und B 
ist also die Lage des Punktes C für einen gegebenen Werth 
des Verhältnisses eindeutig bestimmt. 

.Ist D ein zweiter Punkt der Geraden AB, so heisst das 
zusammengesetzte Verhältniss 

. AC * AD ^ 

* * ^Bm{A,B,C,D) 



, CB' . DB 

das Doppel- Verhältniss der vier Punkte A, B^ C, D, 

Ist S der Mittelpunkt eines ebenen Strahlenbündels, sind 
a, b, Cy dj . . die zugehörigen Strahlen, (a, b) der Winkel der 
Strahlen a und &, so folgt aus, Art. 62 für jede das Strah- 
lenbüschel in den Punkten A, B, C^JD, , . schneidende Gerade 

Bin {A, B, Cy D) = sin (a, b,c,d), 
wobei 

sin (a b c d) = ^^ ^^^ ^^ • '^^ ^"^^ ^^ 
sin (^a, 0, c, a) — ^ ^^^ ^^ . ^^ ^^^ ^^ . 

das Doppelverhältniss 4ler vier Strahlen a,byC,d bedeutet. 

Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse der Strahlen 
eines ebenen Strahlenbüschels mit den Punkten einer dasselbe 
schneidenden Transversale folgt die Projectivilät für die nicht- 
euclidische Geometrie. 

107. 

Analoge Beziehungen finden auf ' der Eugelfläche statt. 
Unter AB kann einer der beiden Kreisbogen, in welche eine 
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grösste Kreislinie durch zwei Punkte A und B geUieilt wird, 
mit Rücksicht auf das Vorzeichen verstanden werden. Ist Je 
der Radius der Kugel; so ist das Doppelverhaltniss der vier 
Punkte A^ B, C, D einer grossten Kreislinie ausgedrückt durcli 











sin 


AC 
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CB 
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sin 


AB 
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sin 


• 
■ 

sin 



Wird ein sphärisches Strahlenbüschel a, by c, d^ . . durch 
eine grosste Kreislinie in den Punkten A, B, C, Dy . . ge» 
schnitteU; so ist 

sin (a, 6, c, d) = sin ( J., By C, D). 

Aud dieser Gleichung folgt wieder die Projectivil^t auf der 
iKugelfläche d. i. die Projectivität der Planimetrie des end- 
lichen Raumes. 

Die Projectivität ist daher von dem Parallelenaxiom un- 
abhängig.* 

Anmerkung. Werden die Strahlen« eines ebenen Strahlen- 
büschels und die Dürchschnittspunkte einer Transversalen einander 
entsprechend gesetzt^ so findet in den drei Geometrien folgendes statt: 
In der nichteuclidischen Geometrie entsprechen den (reellen) Strahlen, 
welche zur Transversale Nichtschneidende siad, ideale Punkte. In 
der enclidischen Geometrie entspricht jedem Strahl ein reeller Punkt, 
dabei wird der unendliche Punkt dem parallelen Strahl entsprechend 
gesetzt. In der Sphärik entspricht jedem Elemente des einen Ge- 
bildes ein reelles Element des anderen Gebildes. 

Versinnliohung der Geometrie. 

108. 

Da die Bestimmung der Constanten Ic aus den Beobach- 
tungen zu geschehen hat^ letztere aber nachweisen, dass wir 
für alle unsere Messungen diese Consiante gleich unendlich 
setzen können, so können die Resultate der ebenen nicht- 
euclidischen Geometrie und der sphärischen Planimetrie nicht 
in unserem Erfahrungsraume durch ebene Figuren in ihren 
wahren Verhältnissen yersinnlicht werden. Diese Versinn- 



f * Zuerst ausgesprochen von F. Klein in den math. Annalen 
Bd. IV, S. 623. Ueber absolute Projectivität vgl. die in Art. 84 citirte 
Abhandlung von Escherich. 
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lichung kann dagegen auf krummen Flachen^ in welchen die 
kürzesten Linien den in einer Ebene liegenden Geraden ent- 
sprechen; geschehen. Für die ebene Geometrie des endlichen 
Raumes dient die Eugelfläche und die auf ihr gezogenen 
kürzesten Linien d. h. die grössten £reise als Yersinnlichung. 
Alle Resultate der einen Untersuchung können unmittelbar 
in entsprechende Untersuchungen des anderen Gebietes um- 
gesetzt werden. In gleicher Weise können auch die Resul- 
tate der nichteuclidischen Geometrie auf gewissen krummen 
Flächen interpretirt werden, wie dies durch E. Bei trami 's* 
Untersuchung der constant negativ gekrümmten Flächen ge- 
schehen ist. 

• 109. 

Den Ausgang dieser Arbeiten bildet die Gauss'sche 
Untersuchung über die Krümmung der Flächen und die An- 
wendung dieser Theorien auf die biegsamen Flächen.** 

Unter Biegung einer Fläche versteht man eine solche 
Aenderung der Fläche, bei welcher die Längen aller auf ihr 
liegenden Linien ungeändert bleiben. Ist daher auf einer 
biegsamen Fläche eine von kürzesten Linien gebildete Figur 
gegeben, so ändern sich bei der Biegung die LängQn der 
Seiten und die Winkel nicht. Letztere bleiben desshalb un- 
verändert, weil der* Winkel zweier krummen Linien durch die 
im Scheitel zusammenstotsenden Linienelemente bestimmt ist 
und diese sowie diö Verbindung ihrer Endpunkte ihre Grösse 
nicht ändern. Ma^ kann daher die Flächen auch rücksicht- 
lich derjenigen Eigenschaften untersuchen, welche von der 
Biegung unabhängig sind. 

Zu diesen gehören die auf die Krümmung der Flächen 
bezüglichen, da der Ausdruck für das Krümmungsmass nur 
vom Ausdrucke für das Linienelement der Fläche abhängt. 
Aber auch umgekehrt: Zwei Flächen, deren Punkte in einer 



• „Saggio di interpretazione della G^ometria non-euclidea.** Gior- 
nale di matematiche. Vol. VI, 1868. In's Französische übersetzt von 
J. Hoüel in den „Annales d^ V Ecole Normale supärieure** S. YI^ 1869. 

'** Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas — Eine 
französisch^ Uebersetznng mit Zusätzen gibt Boger 1870. Die hier 
nöthigen Sätze findet man vollständig in Jo ach im sthal 's ^, Anwen- 
dung der Differential- und Integralrechnung etc." Leipzig, 1872. 



"I 
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solchen Beziehung stehen, dass jedem Punkt der einen Fläche 
ein Punkt der zweiten Fläche derart entspricht^ dass je zwei 
entsprechende Punkte dasselbe Krümmungsmass besitzen, 
stehen im Yerhältniss der Biegung zu einander. 

Am deutlichsten erhellet dies aus dem Ausdrucke des 
Linienelements einer Fläche 

hier wird ein beliebiger Punkt der Fläche als Coordinaten- 
Anfang genommen, durch werden auf der Fläche kürzeste 
Linien u gezogen und jeder Punkt M der Fläche* ist be- 
stimmt durch die Länge OM der kürzesten Linie u und 
durch den Winkel v, welchen diese Linie mit einer als erste 
kürzeste Linie gewählten Linie OL *im Punkte bildet. Die 
Grösse m erscheint als eine Function der Variablen u und v. 
Jede beliebige auf der Fläche liegende Linie wird durch eine 
Gleichung zwischen den Grössen u und v ausgedrückt. 

Das Mass der Krümmung im Puukte {Uy v) ist bestimmt 
durch 

^ 1 .^!^ 

w au« ' 

dabei ist für w = unabhängig von v 

' du 

Wird die Fläche gebogen, so bleiben für den Punkt M die 
Grössen u und v ungeändert, dasselbe gilt von jedem dem 
Punkte ]U! unendlich nahen Punkte M\ Ist ds^ das Ele- 
ment der neuen Lage von MM', so ist 

ds{^ = du^ -f- m{^ dv^ = ds^ 

also m, = m, d. h. Xj = x. 

Umgekehrt entsprechen bei zwei Flächen für dieselben 
Werthe von u und v ein und derselbe Werth des Krümmungs- 
masses x, so folgt aus der Gleichung 

_ __ j^ a^w 

durch Integration mit Berücksichtigung der Werthe von m 
und dm : du für u =^0 , nur ein einziger bestimmter Werth 
von m d. i. man erhält für beide Flächen denselben Aus- 
druck des Linienelementes. 



iteren Satz erhält man auch auf die folgende Art*: 
t Grössen u und v führe maa die Variabeln x und y 



Inrch geht der Ausdruck ftlr das Linieuelement über in 
- d.' + ds' + ^, (^; - l) (^dt - ydxy . 

r kleine Werthe von u folgt 

m = u -|- öh' + 6m' + . . , 

Joll jm Punkte A. i. für u ^ das Krümmungs- 
dheh sein, so muss a^Q sein. Es ist daher 

X(, = 66. 
rird der Ausdruck fOr das Liuienelement 

J s= xdy — ydx 
«Ite Piathe des Dreiecks (0, 0), {dx, dy), (x, y) be- 
seht kleine Werthe von u erhält man folgende An- 
?en 

ds,* = tia:^ + dl/* 
dSj* =1 ds,* — I Xj ^, u. s. w. 
erste Ausdruck bezieht sich auf das Linienelement 
ae, ffir diese ist an allen Stellen x ^ 0. 
zweiten Ausdruck ist für sehr kleine Werthe von x 
lie Grösse J von der zweiten Ordnung, also der 
lied dSj' — ds,' d. i, die Abweichung von der Eben- 
) kleine Grösse der vierten Ordnung. Das Mass der 
ng kann daher auch durch 

d V - ds ,' 



«,. = - J 

lebt werden. Besitzen daher zwei (nicht ebene) 
in zwei entsprechenden Punkten dasselbe KrUmmungs- 

ch Biemann entwickelt. Siehe die im Art. 117 citirte Ab- 
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mass Jcqj so können die an diesen Stellen befindlichen Ele- 
mente zur üecknng gebracht werden. Unendlich kleine Ele- 
mente können immer als eben angesehen werden. 

110. 

Yon besonderem Interesse ist derf'all^ wenn das Krüm- 
mungsmass für alle Punkte einer Fläche constant ist. Zwei 
Flächen constanter Krümmung^ welche dasselbe Erümmungs- 
mass besitzen; können durch Biegung zur Deckung gebracht 
werden. Ist das Krümmungsmass gleich Null, so können die 
Flächen durch Biegung in ebene I^lächen verwandelt werden. 
Ein Flächenstück von constanter positiver Krümmung «= ] : A;^ 
lässt sich mit einer Eugelfläche, deren Radius k ist^ zur 
Deckung bringen^ und in dieser Lage ohne weitere Biegung 
beliebig verschieben. Zwei Flächenstücke constanter nega- 
tiver Krümmung e» — 1 :k^ lassen sich zwar durch Bi^ong 
zur Deckung bringen ; allein ohne weitere Biegung kann das 
erstere nicht auf dem zweiten bewegt werden. Denn in jedem 
Punkte besitzen die Radien der beiden Krümmungslinien ent- 
gegengesetzte Richtung. 



111. 

Die Geometrie der von kürzesten Linien gebildeten Figu- 
ren auf einer Fläche constanter Krümmung erhält man am 
einfachsten aus den Gauss'schen Gleichungen, welche aus den 
in Art. 109 angeführten Ausdrucke für das Linienelement 
erhalten werden. Es ist 






1^ dhn dm 

m du* ' du 



+ S-0; 



dv 



WO 



mdv , ^ du Q^ 

= tan d' , -j- = cos d' , 



du 



da 



mdv 

~dr 



= sin ^ 



ist, und d' den Winkel der Kürzesten s mit der Kürzesten u 
bedeutet. 

Ist X SS 1 : A;^ positiv, so erhält man durch Integration 



u 



m = 10 sin -j- 



Betrachtet man, da m nur von u abhängt, in der Gleichung 
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der Kürzesten die Grosse v also auch die Grosse ^ als 
eine Function von u, so geht die Gleichung der Kürzesten 
über in 



d. i. in 



deren Integral 



dm ^^ d9' ^ dv r^ 

du ' du ' dw ' 



— y cot y (iw = cot d'dd' , 



sin Y siö d" = Cpnst. 



ist. Daraus folgt für das Dreieck auf der Kugelfläche 
sin -j- : sin , : sin ^ = sin ^ : sin B : sin C . 

In gleicher Weise erhält man für die Flächen constanter 
negativer Krümmung gleich — 1 : F die Gleichung 

0in y : ^itt J'^^^Y'^ ®"^ ^ : sin JB : sin C , 

aus welcher die übrigen Formeln folgen. Die Formeln der 
Geometrie der Figuren von kürzesten Linien auf einer Fläche 
constanter negativer Krümmung — l :k^ sind daher mit 
denen der nichteuclidischen Geometrie identisch.* 



112. 

Die im vorigen Art. angeführte Uebereinstimmung der 
nichteuclidischen Planimetrie und der Theorie der Flächen 
constanter negativer B^rümmung wurde von E. Beltrami** 
in folgender Weise erklärt. Die Planimetrie hat die beideir 
Axiome der üongruenz und der Geraden zu ihren Grund- 
lagen. Letzteres Axiom wird aber nicht vollständig sondern 
nur in folgender beschränkter Weise verwendet: Wenn zwei 



* Diese Gleichungen wurden zuerst von M. Minding (Grelle 
Journal, Bd. XX, S. 325) ohne Beweis angegeben. Entwicklungen 
geben M. Codazzi (Annales de Tortolini, 1857, S. 354) und G. Esche- 
rich (Sitzb. der k. Akad. der Wissensch. Bd. LXIX). 

*• „Saggio di interpretazione etc." 

8* 
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Ebenen, welche jede eine Gerade enthalten, zusammenfallen, 
so decken sich die beiden Geraden in allen Punkten, wenn 
sie zwei Punkte gemeinsam haben. Durch diese Aussage ist 
nur die Gerade in der Ebene und nicht die Gerade im 
Räume zugleich bestimmt. Aehnliche Beziehungen wie bei 
den Geraden in der Ebene finden auch bei den Flächen mit 
constanter Krümmung statt; auch hier können die Theile 
zur Deckung gebracht werden und es ist im Allgemeinen 
durch zwei Punkte (besondere Lagen abgerechnet) nur eine 
kürzeste Linie möglich. 

Bei einer Fläche mit constanter positiver Krümmung 
ist für zwei diametrale Punkte die Kürzeste nicht be- 
stimmt', während für jede andere Lage nur eine Kürzeste 
möglich ist. Für Flächen mit constanter negativer Krüm- 
mung lässt sich beweisen, dass solche Ausnabmspunkte nicht 
existiren, so dass die beiden Voraussetzungen der (nicht- 
euclidischen) Planimetrie vollständig für diese Flächen giltig 
sind. Daraus folgt, dass .alle Sätze der nichteüclidischen 
Planimetrie sieh unmittelbar auf die Flächen constanter 
negativer Krümmung übertragen lassen, und dass Resultate 
der ersteren, welche in der Planimetrie mit unseren An- 
schauungen unvereinbar scheinen, auf den letzteren Flächen 
ihre (reelle) Interpretation finden. In gleicher Weise ent- 
spricht der üebergang von der nichteüclidischen Planimetrie 
zur euclidischen dem üebergange i^on den Flächen mit ne- 
gativer Krümmung zur Fläche mit der (constanten) Krüm- 
mung Null. 

113. 

Der Beweis dieser Sätze folgt aus dem Ausdrucke für 
das Linienelement einer Fläche constanter Krümmung. Für 
die passende Wahl des Coordinatensystems dient folgende 
Betrachtung. Eine Kugelfläche mit dem Radius h besitzt an 
allen Punkten die constante positive Krümmung 1 : ä^ Pro- 
jicirt man ihre Punkte vom Mittelpunkte (als Projections- 
centrum) auf eine Ebene, so sind die Projectionen der grössten 
Kreislinien d. i. der Kürzesten Gerade. 

Es sei OA=^a die Entfernung des Mittelpunktes von 
der Projectionsebene, N die Projection von Jf, MB _L OA, 



— 117 — 



Aus AOAN A OBM folgt 

ON:OM = OÄ:OB. 

Ist Ä der Anfang eines recht- 
winkligen Coordinatensystems in der 
Projectionsebene, sind ferner. m, v 
die Coordinaten von N] x, y, z die 
Coordinaten von M für den Punkt 
A als Anfang und der Geraden AO 
als jef-Axe, so ist 



Fig. 61. 
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ON 



k 



^"^TTf^^^ y==-oN^' ^ = 



k 



ON 



a 



ON=j/ a^ + m2 + t;2 . 

Setzt man statt u, v resp. u -^ du, v -{- dv, so erhält 
man x -}- dx, y -{- dy, -^ dz. Das Linienelement 

rfs2 _, ^^2 ^ ^y2 + ^^2 

geht dadurch über in 
oder in 



(a« + w« + v'O' 



J.2 — <^<^ + du^ 4~ <^^' 



ds2 = fc2 



w;* 



W"^ = «^ + ^^ + ^^ • 
Da (nach Gauss) für das Linienelement 

ds^ = Edu^ + 2Fdudv + Gefv^ 

das Mass der Krümmung durch die Grössen E, F, G bereits 
bestimmt ist; so wird der Ausdruck 

T 2 1.2 (^* ~* ^') du^ + 2uvdudv + (a* — «•) dv* 

as —fC' ^«2 _ ^2 _ ^2)« > 

welcher aus dem vorigen dadurch erhalten wird^ indem man 
Jci und ai statt % und a setzt ^ einer Fläche von constanter 
negativer Krümmung = — 1 :k^ angehören. Alle Unter- 
suchungen^ die sich auf solche Eigenschaften beziehen; welche 
von der Biegung einer Fläche unabhängig sind, können da- 
her aus dem* hier gegebenen Ausdruck für das Linienelement 
erhalten werden^ und werden allgemein für alle Flächen von 
constanter negativer Krümmung gelten. 
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114. 
Der Ausdruck für das Linienelement 

w"^ -{- u^ -^ v^ = d} 

ist reell für alle Werthe von u und v, welche der Bedingung 

u^ '\- v^ '^a?' 

genügen. Denkt man sich in einer Hülfsebene zu jedem 
Punkt w, V der Fläche einen Punkt Xj y construirt, wobei 

gesetzt wird, so wird für alle Punkte der vom Anfange mit 

dem Radius a construirten Kreisfläche die Grösse ds reell. 

Jede Kürzeste auf der Fläche ist durch eine lineare Gleichung 

zwischen u und Vy also in der Hülfsebene durch eine lineare 

Gleichung zwischen x und y bestimmt. 

Setzt man 

u = r sinaj v = r cos cc, 
so wird (1) 

ds^= (-^^Ydr^ +-P^da\ 

Für eine Kürzeste, welche durch den Punkt w = 0, t; = 
geht, ist a constant; ihre Länge q bis zum Punkte {u, v) 
erhält man aus 

^ a* — r' 

durch Integration 

Diesel" Ausdruck wächst von r = bis r = a fort- 
während ; für r=a wird ^==00; für r > a wird q imaginär. 
Das ausserhalb der Kreisfläche in der Hülfsebene entspre- 
chende Gebiet der Fläche ist daher ideal. 

Betrachtet man in den Gleichungen (1) die Grösse r als 
constant und den Winkel a als variabel, so erhält man für 
den Bogen <y auf der Fläche 

Tora 



6 = 



Va^ 



> 



d. h. der Bogen 6 ist proportional dem Winkel a. Die vom 
Punkte u = 0j v = aus gezogenen Linien g bilden unter 
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einander denselben Winkel wie die zugehörigen Linien r in 
der Hülfsebene. 

Aus den vorigen Gleichungen folgt 

damit wird 

Für a = 2a wird der Umfang des Kreises vom Radins q 

= 2xlc Sln^ . 

115. 

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar die Ueber- 
einstimmung der nichteuclidischen Planimetrie mit der Theorie 
der Flächen constanter negativer Krümmung. Jeder beliebige 
Punkt derselben kann als Anfangspunkt d. i. als der Punkt 
ii ^ Oj !;.== genommen werden. Für eine nicht durch ihn 
gehende Kürzeste existiren zwei durch den Punkt (0,0) gehende 
Kürzeste als die gemeinsame Grenze der schneidenden und 
nicht schneidenden Kürzesten^ welche den Parallelen der nicht- 
euclidischen Planimetrie entsprechen. In dfer Hülfsebene sind 
der gegebene Punkt durch den Mittelpunkt des Kreises, die 
Gerade durch eine Sehne und die beiden Parallelen durch die 
an die Endpunkte gezogenen Radien versinnlicht. Da der 
Winkel der beiden Radien kleiner als zwei Rechte ist, so ist 
auf der krummen Fläche der Parallelwinkel spitz. Ist p die 
kürzeste Entfernung des Punktes von der gegebenen Kür- 
zesten n(jp) der Grenzwinkel, so ist 

cos77(jp) = -J, 

wo r der Abstand des Mittelpunktes von der Sehne ist. Setzt 
man für r den Werth, so erhält man 

cosi7(29) = tan-^ . 

116. 

Für das Linienelement einer Fläche mit constanter Krüm- 
mung lassen sich noch andere Ausdrücke aufstellen. 
I. Für die Flächen mit positiver Krümmung. 

1) ds2 = ^^2 ^ /^ sin -^yda'K 
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2) Sind 5> V die Coordinaten der stereographischen Pro- 
jection des Puuktes M, wenn die Projectionsebene parallel 
zur früheren xy Ebene die Kugel berührt; so ist 

g == (i cos «, 1^ = rf sin a, d = 2Ä tan^r , 

also 

3) Setzt man 

z ^= Q cos «, ^ == p sin «, 
so wird 

ds' = de' + df + ^ (^( J sin |-)2 - \yzdt ^ tdzf , 
oder entwickelt 

II. Für die Flächen mit negativer Krümmung erhält man 

1) <is» = fl!(>» + (fc Sin !)*(?«*. 

2) | = 2ifct«n^cosa, »j== 2Älon^ sin«; 

de.. _^|Hi^ 
~. ■ !' + »;' • 

3) ds' = <?«» + d<' +-^((f 5ht-|-)'— iVisdf- <(?^)^ 
ds* = t^;?^ + dt^ + 3^,(l + ^. + • \edt - tdzy . 

Riemann's und Helmholtz's Baumtheorien. 

117. 

Die Resultate der Beltrami'schen Untersuchungen der 
Flächen constauter Krümmung lassen sich auch aus dem Aus- 
drucke für das Linienelement in rein analytischer Form durch 
die Transformation der Differential- Ausdrücke ableiten. Diese 
ursprünglich von jeder geometrischen Voraussetzung freien, 
durch Gleichungen ausgedrückten Eigenschaften geben geo- 
metrisch interpretirt die in dem vorigen Artikel angeführten 
Sätze. Diese Methode gestattet auch eine Verallgemeinerung 
für eine beliebige Anzahl von Variabein und kann daher zur 



ii 
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Einführung des allgemeinen Raumbegriffes von einer beliebigen 
Dimensionszahl dienen. 

Die Veranlassung zu diesen Untersuchungen gab die clas- 
sische Arbeit von B. Riemann* „Ueber die Hypothesen, 
welche der Geometrie zu Grunde liegen". Der Raum wird 
unter dem Begriff der mehrfach ausgedehnten Grössen ge- 
fasst. Im Falle der Stetigkeit der unter einem solchen Be- 
griff gedachten Grössen werden die in der Geometrie gebräuch- 
lichen Benennungen verwendet. Das Einzelne der Punkt 
wird durch eine gewisse Anzahl von unter einander unab- 
hängigen Messungen bestimmt. Die Anzahl dieser Messungen 
heisst die Dimension s zahl der Grösse oder des Raumes, 
die bei der Bestimmung des Punktes M erhaltenen Mass- 
zahlen o^i; X2, . . a;» heissen die Coordinaten von Jlf. Ana- 
lytisch ist der Punkt durch n Gleichungen, welclfe im Spe- 
ciellen die Form 

X* — — Q/A ) Xty —— t*2 * • • Xn ^^ t*n 

haben, bestimmt. Sind zwischen den Coordinaten n — 1 
Gleichungen gegeben, so ist nur eine Variable willkürlich, 
das aus der mehrfach ausgedehnten Grösse dadurch ausge- 
schiedene Gebilde wird eine Linie genannt. Ist g? (a?p a?2> . • 
ir„) irgend eine Örtsfunction von Jf , so entspricht einer ste- 
tigen Bewegung des Punktes Jf eine stetige Aenderung von 
mindestens einer Coordinate und die Aenderung der Function 
9?(a?, , a?2; • • ^«) ^^^^ durch das Differential 



ausgedrückt, falls die Coordinaten a?,, iUj, . . a?» in rr^ + ^^u 
X2 + ^2» • * <Cn -{- dXn übergehen. 

Für die Länge des Linienelementes wird ein positiver 
Ausdruck von der Form 

ds^ = Ä^^dx^^ -f- Ä^^dx^ + • • + AnndXf? 

+ 2A^<^dXydX2 + • • + 2An-lyndXn-^\dXn, 

wo -4|,, J.|2; Ann Fuuctioucn von a?,, a:^; . . Xn sind, ange- 
nommen. 



* Habilitationsschrift), vorgeleseil am 10- Juni 1854, erschienen 
1867 im 13. Bd. der Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wiss. zu 
Göttingen. 
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Diese Voraussetzung ist die einfachste, welche den Be- 
dingungen entspricht; dass ds sich proportional ändert, wenn 
dx^y dx^y • . dXn sich in demselben Verhältnisse ändern und 
dass ds ungeändert bleibt, wenn sämmtliche Grössen dxxj 
dx2, . . dXn das Zeichen ändern. 

Durch das Linienelement ist der Baum vollkommen be- 
stimmt, die Untersuchung der Eigenschaften des Raumes wer« 
den vermittelst der Theorie der homogenen Differential-Aus- 
drucke (erster Ordnung) zweiten Grades erhalten. Diese (durch 
Gleichungen ausgedrückten und ursprünglich von jeder geo- 
metrischen Voraussetzung unabhängigen) Eigenschaften wer- 
den dann geometrisch interpretirt, zu welcher Interpretation 
die euclidische Geometrie deshalb verwendet wird, weil in 
Folge des thatsächlichen Stattfindens dieser Form der Geo- 
metrie im- Bereiche unserer (beschränkten) Erfahrung diese 
Gleichungen eine anschauliche Deutung finden. 

118. 

Zur Anstellung ähnlicher — ebenfalls auf die Grundlagen 
der Geometrie bezüglicher — Untersuchungen wurde auch 
H. Helmholtz* geführt; letztere dienen den Riemann'schea 
insofern zur Ergänzung, als sie ausgehend von Voraussetzungen, 
welche allen geometrischen Arbeiten zu Grunde liegen, zum 
Riemanuschen Ausgang d. i. zur Voraussetzung des Aus- 
druckes für das Linienelement führen.** 

Dieser Raum -Untersuchung liegt ebenfalls die Voraus- 
setzung der Möglichkeit der Anwendung der Rechnung sowol 
der Analysis des Endlichen als auch des^ Unendlichkleinen, 
welche durch die Homogenität der Differentialgleichungen 
ihren Ausdruck findet, zu Grunde. In geometrischem Sinne 
werden folgende Annahmen gemacht: 



* „üeber die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde lie- 
gen". Nachrichten der königl. Gesellschaft der Wiss. zu Göttingen. 
1868. Anregung hierzu bot das System der Farben und die Aus- 
messung des Gesichtsfeldes durch das Augenmass. 

** Analogien dieser ßehandlungsweisen bietet die theoretische Me- 
chanik. Man kann alle Sätze dieser Wissenschaft entweder (analog 
mit Biemann) aus einem allgemeinen Princip ableiten, oder (analog 
mit Helmholtz) die einfachsten Voraussetzungen zu einem Princip zu- 
'sammenfassen. 
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1) Der Punkt ist das fiaum-Element und seine Lage ist 
durch drei you einander unabhängige Messungen ^^üoordi- 
naten^' bestimmt. Jeder Bewegung eines Punktes entspricht 
eine stetige Aenderung mindestens einer seiner Coordinaten. 

2) Bei einem in sich festen aber im Baume beweglichen 
Körper haben je zwei Punkte einen bei jeder Bewegung des 
Körpers unveränderlichen Abstand^ welche Eigenschaft ana- 
lytisch durch eine von dieser Bewegung unabhängige Glei- 
chung zwischen den sechs Coordinaten der beiden Punkte 
ausgedrückt wird. 

3) Zur Best?mmung der Lage eines solchen Körpers 
sind sechs Stellungsconstante erforderlich. Denn wird ein 
Punkt willkürlich gestellt, so sind wegen der festen Verbin- 
dung für einen zweiten Punkt nur mehr zwei Coordinaten 
und für einen dritten Punkt nur eine Coordinate ^villkürlich, 
alle übrigen Coordinaten sind dann bestimmt. 

4) Sind in einem beweglichen Körper zwei Punkte fest, so 
kann er durch fortgesetzte Bewegung — ohne Umkehrung der 
Bewegungsrichtung — in seine Anfangs-Lage gebracht werden. 

Aus den obigen Voraussetzungen sollen unter Beiziehung 
des Congmenz-Axio.ms — welches sich für starre und dabei 
bewegliche Körper auch so aussprechen lässt: Zwei Körper, 
die zu einander congruent sind für eine gewisse Lage des 
ersten, sind auch noch congruent bei jeder beliebigen anderen 
Lage des ersten — für Punkte mit unendlich kleinen Coor- 
dinaten-Unterschieden die ihnen entsprechend^ analytischen 
Folgerungen abgeleitet werden. 

119. 

Es seien (u, v, w) die Coordinaten eines Punktes des 
Körpers in der ursprünglichen Lage, (u-\'du, v-^-dVy 
w -|- dw) die eines dem ersteren unendlich nahen Punktes. 
Wird der Körper in eine neue Lage gebracht, wobei der Punkt 
{Uy V, w) fest bleibt, so sind die Coordinaten der Punkte in 
der neuen Lage Functionen der ursprünglichen Coordinaten 
und der drei Stellungs-Constanten pj , p^} Psf welche die neue 
Lage bestimmen. Sind also in der zweiten Lage (u -}- duj 
V'\'ävy w -^ dw) die Coordinaten des Punktes {u-^du, 
V -{- dv, w -^ dw) der ersten Lage, so ist 



■ 

I 
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u '\' äw^ f{u + du, V + dv, w -j- dWj p^ , p^, p^)j u. s. w. 
woraus mit Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnung folgt 

du = Äf^du + B^dv + C„rfw? 

1) dv = u4, dfw 4" ^1 ^^ + (^\ ^^ 
dtv = A^du + B^dv + Cjdw? 

wobei A^j B^j Üq, . . t'unctionen von u, v, w und l>ni>2, JÖ3 
sind. Setzt man der Kürze halber 

8u = BX du = ei, 

2) 8v = f y dt; = f 1^ 
Äee; = ee dw = ff 

wo B eine verschwindend kleine Grösse ist, so gehen die 
Gleichungen 1) über in 

X ^ A,i + B.n + c,i 

y^A,% + B,ri + C,i 

z^A^l + B'^n + c^i, 

Aendert man die drei Stellungs-Constanten p^^ p^y p^ 
um die verschwindend kleinen Grössen (?p, , dp^, dp.^, so 
ändert sich die zweite Lage des Körpers d. i. x^ y, z um 
dx, dy, djs. Ist d' eine neue Variable und setjst man 

(und analog für B und C),so wird 

Drückt man ferner Si ^; S durch x, y, z aus, so er- 
hält man 

dx 



dy 



3) 



^a^x + h^y -\' c^z 



dy 
dÖ^ 



dz 



— ^a^x + K,y + c^z^ 

In den letzteren Gleichungen ist jeder der Coefficienten 
a, 6, c von der Form ? 
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(und analog für h und c), wo rfjp, , rfpj; ^Ps willkürlich sind 
es gibt daher unendUch viele Lagenänderungssysteme. Sind 



(Oq , . . C^Jf (üq , . . Cj )> C^o } 



Cj"') drei solche Sy- 
. C2) immer aus- 



stemC; so kann ein beliebiges viertes (^a^, . 
gedrückt werden durch 

a = fa 4" 90^' + Äfl^' ' u. s. w., 
wo f^g, h Constante sind für sämmtliche Coefficienten des 
vierten Systems. Umgekehrt: Sämmtliche Lagen Veränderungs- 
systeme (a, . . C2) können aus drei von einander unabhän- 



gigen (a, . . cj, (a , . . c^ ), (a ; 



Co") durch Multi- 



plication mit willkürlichen Constanten f, g, h erhalten wer- 
den (siehe Anhang, Art. 5). 

120. 

Aus den Baum -Voraussetzungen des Art. 118 folgt für 
die Gleichungen 3) 

1) Da nur der Punkt {x = 0, y = 0, =.0) festgestellt 

ist, so kann noch jeder beliebige zweite Punkt {Xq, y^, z^) 

festgestellt werden; d. h. man kann die Werthe dp^, ^P2 9 
dp, derart wählen, dass 

= «2^0 + hffo + ^2^0 } 
was nur möglich ist, wenn für alle unendlich kleine Dre- 
hungen 



a 

a 
a 



1; 



61, Cj 



2? ^2} 



= 



2) Die Variable %' bestimmt eine Stellung des Körpers, 
% + d%' gibt eine unendlich kleine Verschiebung. Auf diese 
Verschiebung lasse man fortgesetzt der ersteren gleiche Ver- 
schiebungen folgen, welche also durch die Grössen -ö-^- 2 rf^, 
^'\-^d%'y . . bestimmt sind. Bezeichnet man mit S^ die 
ursprüngliche Stellung, mit S^, S^j * > die verschobenen, so 
fällt der Punkt [x -{- dx^ y -\- dy, z + ^^) ^^ ^a ^^^ Aem- 
jenigen Punkte von S^ zusammen, der vor der ersten Ver- 
schiebung die Coordinaten x, y, is hatte. Man erhält daher 
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die Lage des Punktes {x, y, 0) in Sq nach Ablauf der zwei-- 
ten Verschiebung dadurch, dass man den Ort des Punktes 
(x + äx, y -|- dy, z + dz) in S^^ nach Ablauf der ersten 
Verschiebung bestimmt, was dadurch geschieht, indem man 
in den Gleichungen 3) aQ, &o; • * ^2 ^ constant betrachtet 
und {x -]- dXy y -{- dy, + ^^) ^^^^ (^; V} ^) setzt; u. s. w. 
d. h. man kann den Ort des Punktes {x, y, ss) in Sq nach 
Ablauf der successiven durch -ö* + ^^j ^ + 2^-^, ö* + 3ß*, . . 
ausgedrückten Verschiebungen dadurch bestimmen, indem die 
Gleichungen 3) unter der Voraussetzung integrirt, dass man 
die üoefficienten a^jh^j . . c,^ als constant und 2;, j/, jsr als 
Functionen von %" betrachtet. 

Zur Ausführung der Integration der Gleichungen 3) mul- 
tiplicire man selbe mit l, m, n und addire ihre Producte. . ; 

Bestimmt man die Factoren l^ m, n derart, dass 

Ih = lüQ + ^öt| + na^ • I 
mh = 11)q + w6i + W&2 

nh = Icq + mcj + ^^2 ! 

wird, so erhält mau die Grösse h aus | 

4) ^0 , 61 — A, 62 =0 i 

welche Gleichung drei Werthe von h und damit drei zuge- 
hörige Systeme von Werthen Z, w, w gibt. Aus den Diffe- 
renzgleichungen folgt, wenn man der Kürze halber 

Ix + my -\- ns = U 
setzt, 

woraus durch Integration 

U = Ahe^, 

WO A eine willkürliche Constante bedeutet, erhalten wird. 

Vermöge der Gleichung 4) muss eine Wurzel \<==^0 
sein, also der zugehörige Werth von U d. i. Z7o = Const.; 
die beiden anderen Wurzeln haben die Form 

Äj = a -|- G>i und Äj = « — ^ij 
woraus für die zugehörigen Werthe von U die Ausdrücke 
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oder 



Z7i — ZJji«*^^ 



ci (a-{-ai)& 



ci (a — (üi)-^ 

-e 



a& 



Ui = Ae cos(g)^ + c) 
Z7, = Ae"^ 



wo A und c willkürliche (reelle) Gonstante bedeuten, folgen. 
Daraus erhält man 

Ui^^ [732 = ^2^2«^, 

welche Gleichung mit der Voraussetzung, dass man durch 
fortgesetzte Aenderung von -ö- wieder die früheren Werthe 
von X, 2/; ^ also auch von TJ^ und ETj erhält, in Widerspruch 
steht. Es muss .daher a = sein. 



Sind 



121. 
Aus dem vorigen Artikel erhält man folgendes Resultat: 



5) 



CTo = l^x + m^y + n^z 

U2 = k^ + m^y + fizZ 
drei lineare Functionen, und betrachtet man die Stellung des 
Punktes (x, y, z) durch die drei Stellungsconstauten p^ p^} 
j>3 bestimmt, so kann man die Differentialgleichungen, welche 
eine Drehung um den Punkt (t«, t;, w) und einen beliebigen 
Punkt bestimmen, auf die Form bringen 

düo _f^ du, __ ^rr dü^ 



0, ^ o^U. 



coUi] 



d» ' d» --2> ^^ 

dabei bleiben also alle Punkte {x, y, z) in Buhe, welche den 

Gleichungen 

U^=0 und U^ = 
genügen. 

Denkt man sich eine zweite Drehung des Systems, bei 

welcher die Punkte 

E7o = und 11^ = 

in Ruhe bleiben, so sind die zugehörigen Differential- 
gleichungen 



düp jj du, ^ dü^ 

d-frl~^^2? d»i~^' d»i 



= - 9 ^0 ; 
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wo (p eine Coustante und ^, die diese Drehung bestimmende 
Variable ist. Für eine dritte Drehung, bei welcher die Punkte 

^^0 = und £/j=0 

in Ruhe bleiben, hat man analog 

Denkt man sich die Stellungsconstanten PifP2)Pz ^^^ 
Functionen der Grossen ^q, d„ ö-g und berücksichtigt man, 
dass aus drei Annahmen für die Coefficienten der DifiFeren- 
tialgleichung durch Multiplication mit willkürlichen Constan- 
ten f,gyh jedes beliebige mögliche System erhalten wird, so 
erhält man alle unendlich kleinen Verschiebungen durch 

düx^ — ciU^ dd'Q + ^ [7o ^"^2 
dU2'=^ caUi dd'Q — (pUq dd^^ , 

wo die willkürlichen Factoren f, g, h in die Constanten ö, qp, ^ 
einbezogen sind. 

Aus diesen Gleichungen folgt 

U^dUo+ U,dü^+ U^dU^^O, 

d. h. Uq^ + ü^^ + U^^ = const., 

oder, wenn man die Grössen Uq, U^, U^ vermöge 5) und 2) 
durch 6uy Svy 6w ausdrückt, 

const. = (Zq^m + m^dv + n^Sw^ 
+ Gl*«* + ^1*^ + n^8wY 

d. h. es existirt immer ein homogener quadratischer Ausdruck 
der unendlich kleinen Coordinatenunterschiede (du, dv, *w;), 
der bei allen Drehungen des Systems um den festen Punkt 
[u, v, w) constant bleibt. Diesen constanten Differentialaus- 
druck kann man als das Mass des Quadrats der Distanz der 
Punkte {u,v,w) und (u + du, v -\- dv, w -j- dw) des festen 
Körpers betrachten. 

Das Quadrat des Linienelement vom Punkte (0, 0, 0) bis 
zum Punkte [dx, dy, dz) lässt sich daher bei passender Wahl 
des Coordinatensystems x, y, z von der Form voraussetzen 

ds^ = dx^ + dy^ + dz\ 
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Aus dieser Form folgt; dass unendlich kleine Kaumtheile 
ohne Bücksicht auf ihre Grenzen zur Deckung gebracht 
werden können ^ dass also der Raum — in analoger Weise^ 
wie alle Linien aus congraenten Linienelementen und alle 
Flächen (nach Art. 109) aus congruenten Flächenelementen 
— aus congruenten Raumelementen zusammengesetzt ist. 
Diese Eigenscliaft wird nach Riemann ,, Ebenheit ^^ genannt. 
Auf solche unendlich kleine Raumtheile lässt sich die eucli- 
dische Geometrie anwenden. 

Anmerkung. Da die Homogenität des obigen DifferentialauB- 
dmckes von der Voraassetznng der Existenz von. Differentialquotienten 
abhängt, so folgt, dass für die Geometrie die Voraussetzungen der An- 
wendbarkeit der Rechnung und der Existenz von Differentialquotien- 
ten far die stetigen Functionen der Coordinaten resp. den Voraus- 
setzungen der Congruenz und der Existenz unendlich kleiner ähnlicher 
Figuren entsprechen.* 

122. 

Wie bereits im Art. 117 erwähnt wurde, kann die Geo- 
metrie einer Raumform irgend einer Dimension aus dem 
Linienelemente; für welches nach Riemann ein homogener 
quadratischer Ausdruck der Differentiale der Coordinaten an- 
genommen wird; erhalten werden. Für den Raum von drei 
Dimensionen erhält diese Annahme durch die Untersuchung 
von Helmholtz einen directen Beweis. Die Raumunter- 
suchungen werdeu daher durch die Theorie dieser Differential- 
ausdrücke erledigt; letztere Untersuchungen wurden von £. 
B. Christoffel** und R. Lipschitz*** in erschöpfender 



* Beispiele stetiger Functionen ohne Differentialquotienten gibt 
H. Hankel in seinen „Untersuchungen über die unendlich ofb oscilli- 
renden und unstetigen Functionen". Tübingen, 1870. 

** „Üeber die Transformation der homogenen Differentialausdrücke 
zweiten Grades" Grelle Journal Bd. 70. „üeber ein die Transforma- 
tion homogener Differentialausdrücke zweiten Grades betreffendes 
Theorem" Grelle Bd. 70. 

*•• „Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen 
von n Differentialen.*' Grelle Journal Bd, 70. „Entwicklung einiger 
Eigenschaften der quadratischen Formen von n Differentialen". Grelle 
Journal Bd. 71. „Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff der ganzen 
homogenen Functionen von n Differentialen". Grelle Journal Bd. 72. 
Umarbeitungen des Verf. sind enthalten im Bulletin des sciences 
math^matiques et astronomiques. Tome IV. 



Vrisohauf, Elemente der abBoluten Geometrie. 
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Weise durchgeführt ^ i^ esshalb hier nur die Resultate ange- 
deutet werden sollen. 

Da ein quadratischer Ausdruck mit n Variabeln dx^^ 

dx<^j . . dXn — also mit ^^"L Coefficienten, welche Punc- 

tionen der Grössen x^j x^^ . . Xn sind, — durch n Gleichungen 

^1 = 9i iVv Vv • • yn\ ^2 = 92 iVv Vv • • yn\ Xn=q>n (Putf^ ' • Vn) 

wieder in einen homogenen Ausdruck der Grössen dy^, 
dy^y . . dyn übergeht, so folgt, dass man bei zwei solchen 
Ausdrücken durch Wahl der Functionen q>y, (p^, . . 9?« immer 
n Coefficienten gleich machen kann. Die Coefficienten des 

Linienelementes sind daher durch — ^^-^ — - Functionen von* 

^i> ^2> • • ^n bestimmt. 

Für n = 2 ist das Linienelement durch eine Function, 
für w = 3 durch drei Functionen der Coordinaten des An- 
fangspunktes bestimmt. 

Man kann nun die Frage stellen: Welche Bedingungen 
sind zu erfüllen ; damit zwei homogene quadratische Aus- 
drücke dasselbe Linienelement darstellen? In diesem Falle 
muss jeder der beiden Ausdrücke in den anderen durch eine 
Transformation der Coordinaten umgeformt werden können. 

Für die beiden Ausdrücke 

ds'^ = Edu^ + 2 Fdudv + G dv'^ 

ds^ = jE?' dx'' + 2Fdxdy + G' dy'^ 

des Linienelementes einer krummen Fläche erhält man als 
Bedingung die Gleichheit des Krümmungsmasses. 

Vwc w «= 3 sind drei Bedingungen, dass der eine Aus- 
druck eine Transformation des zweiten ist. Dieser Fall wurde 
von F. Suworof* behandelt. 

123. 

Zur Erläuterung der im Anfange des Art. 117 ange- 
deuteten Sätze soll die Beltrami'sche Theorie** der Eäume 



* Die Cbarakteristiken der Systeme von drei Dimensionen. Die 
Original- Arbeit (114 S. mit vollständig ausgeführten Zwischenrechnun- 
gen) erschien russisch 1871 in Kazan. Ein vollständiger Auszug (vom 
Autor verfasst] findet sich in dem Bulletin des sciences math^matiques 
et astronomiques, tome IV. 

Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante. AnnaH 



«* 
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constanter Krümmung dienen, welche eine Verallgemeinerung 
der Art. 114—116 ist. 

Das Linienelement des w- Dimensionen -Raumes von con- 
stanter negativer Krümmung — 1 :1c^ ist gegeben durch 

«2 = iT^ -f- X^^ + ^2^ + • • + ^n^ • 

Die Bedingung, dass s ein Minimum wird, ist durch n — 1 
lineare Gleichungen zwischen den Grössen x^y x^, . . Xn aus- 
gedrückt (siehe Anhang Art. 6). 

Die Entfernung q der beiden Punkte x^ j x^^ j . . Xn^ und 
XyX^, . . Xn erhält man durch die Gleichung 

^^^ p a^ ~ x*x^^ — a^rco^ -— . . — XnXn^ 

^ j/a^ - xi^ -x^^., — xn^ y a^~ a;i"' - V' • . - a?»«* 

Jeden beliebigen Theil des Raumes kann man in einen 
andern Ort übertragen und daselbst mit einem entsprechenden 
Raumtheil zur Deckung bringen. Diese üebertragung ge- 
schieht analytisch durch eine sogenannte homographische 
Transformation. 

In gleicher Weise lassen sich die übrigen im Art. 116 
angegebenen Transformationen durchführen. Speciell möge 
der dem , Ausdrucke 1) entsprechende angegeben werden. 
Führt man statt der Grössen x^, Xo, . . Xn die Variable 
r, A, , ^2, . . A„ ein, wo 

a?i = rA,, x^ = rAg, , . Xn = rA„ 
; ^i' + V + . • + A„2 = 1 
vorausgesetzt wird, so erhält man 

wo dÄ^ = dli^ + ^^2^ + • • + ^^»^ ^st. 

Ist Q die Entfernung des Punktes x^, X2, • - Xn vom 
Goordinatenanfang, so ist 

kadr , r* .0* 



di Matematica Serio II. Tomp II. In's Französische übersetzt von J. 
Hoüel in den „Annales de V Ecole Normale aapärieure" t. VI; 1869. 
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dadurch erhält man für das Linienelement den Ausdruck 

Der Ausdruck 

^52 = Ic^ — dx' ^ + dit^^ + da?,« + . . + dxn^ - 

x^ 

a;2 = a^ + x^'^ + ^2^ + • • + ^»^ 
bestimmt da§ Linienelement des n- Dimensionen -Raumes mit 
constanter positiver Krümmung + 1 • ^^- ^ör die Entfer- 
nung zweier Punkte erhält man 
cos-^= g« + ^ia?i^ + a?2a;t0 + . . + XnXn^ 

In diesem Ausdrucke können die Coordinaten x^y x^y - . 
Xn alle Werthe von — 00 bis + 00 annehmen. Die Grösse 
Q bleibt immer endlich. Denn setzt man 

wo 

^1* + ^2' + . • + ^»' = 1 

ist, so erhält man für r = 00 

^^o ^ ^ 1^1 + ^t^2 + ' •'+ ^na;n , 

^ Ka« + o;,'^ + . . +«„« 

d. h. Q gleich einer endlichen Grösse. 

Durch zwei Punkte ist eine Kürzeste nicht immer ein- 
deutig bestimmt. Denn sind die Coordinaten der beiden 
Punkte unendlich, so folgt aus den Gleichungen der Kür- 
zesten 

Xi t I &i' Xn — l 7 , & « — 1 

Xn ^ ^ X ' Xn ^ ^ Xn 

für beide Punkte mit unendlichen Coordinaten im Falle der 
Gleichheit der Verhältnisse x^ : Xn, - * Xn- 1 : Xn die Un- 
bestimmtheit der Coefficienten J/, . . 6'n — i, im Falle der 
Verschiedenheit dieser Verhältnisse sind diese letzteren Coef- 
ficienten, also auch sämmtliche Coordinaten der Punkte der 
Kürzesten unendlich. 

Der ßaum constanter positiver Krümmung ist im Baume 
constanter negativer Krümmung enthalten.* 



* Dieser wichtige Satz bildet den Schluss der höchst interessanten 
Abhandlung von Beltrami. 



)ei]ii setzt mau 

^ = y ) ^ = t/it-- — = y*} 
lält man • 

rfs' = ifc'(dy' 4- dy,' + ■ ■ 4- «?y.') 

y' + Vi^ + Vt^ + •■ + y-* ™ 1- 

"ür den Raum constanter negativer Krümmung — 1 ik^ ist 

etzt man in diesem Ausdrucke q = Gonst. , so erhält 
einen n — 1- Dimensionen -Raum von der constanten 
Diung — \:Tc^\ letzterer ist nach der obigen Formel 
— 1-Dimensionen-Raum von der Krümmung 1 -.W, wo 

?vx ÄTg = oo geht der Raum negativer Krümmung iii 
iiclidisclien über, für diesen ist it ^ p. 

imerkung 1. Aus diesem Satze erhellet am deutlichsten die 
tigkeit der in manchen Exeisen gehegten Ansicht von der Selbst- 
;keit der drei Ponnen der Geometrie. Vergl. Art. 105, 
imerkung 2. Von den RaumfiA-men wurden bis jetzt die 
n Bäume, welche als Yerallgemeinernng des euclidischeo Rau- 
r eine beliebige Dirnen sionszahl erscheinen, am ausführlichsten 
elt. Hierher gehörige Untersuchungen sind von Eronecker 
ahefte der Berliner Akademie, 1969). Beez (Mathematische An- 
Bd. 7) nnd A. angestellt. Eine Anzeige einer vollständigen 
lung gibt C. Jordan in seinem „Bsaai sur la G^omätrie k n 
lions." Comptea rendus LXXV, p. 1614. 



Anhang. 



Fig. 62. 




a^ M 



1. 

Dasselbe folgt auch aus dem Lobatschewsky'schen Be- 
weise des Satzes, dass — unter der Voraussetzung die Win- 
kelsumme eines endlichen Dreiecks ist kleiner als zwei Rechte 
— zu jedem Winkel als Parallel winkel sich die zugehörige 
Distanz finden lässt. * Der Beweis wird daselbst auf folgende 

Art geführt: „Ist JS^ Oder ge- 
gebene Winkel, so sei in dem 
bei B rechtwinkligen Dreiecke 
ÄJBC die Winkelsumme = 2jB 
— «. Macht man BD = AB, 
so ist die Winkelsumme des Drei- 
ecks J.D (7= 222 — 2a, also die 
des Dreiecks ADE <2B — 2a, 
wo D J. EAD vorausgesetzt wird. Durch fortgesetzte Wie- 
derholung dieses Verfahrens muss man zu einer Senkrechten 
gelangen, welche die Gerade AC nicht mehr schneidet. Es 
muss daher eine (näher an A liegende) Grenzlinie MN 
existiren, für welche die Senkrechten näher bei A die Gerade 
AC schneiden; diese Senkrechte ist zu der Geraden AG 
parallel. Denn zieht man die Gerade MF unter einem be- 
liebig kleinen Winkel mit dieser Grenzlinie und ist F ein 
Punkt derselben, so erhält man, wenn durch F die Gerade 
FG J. AB gezogen wird, ein Dreieck AGS, in welches die 
Gerade MF eintiitt, also hinreichend verlängert die Gerade 
AG in einem Punkte, etwa JST, schneidet." 

Setzt man AB = a, so werden für die Dreiecke ADE, 
. . die Seiten AD, . . resp. 2a, 2^a, . . Ist für AP = 2«a 



* Geometrische ÜnterBUchuugen S. 19. 
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die Construction unmöglich, so muss 22i •— 2*»a — ... be- 
reits < JB + 5J.C geworden sein. Ist a unendlich klein^ 
so muss a ebenfalls unendlich klein sein^ weil sonst für eine 
unendlich kleine Distanz AF die Construction eines bei M 
rechtwinkligen Dreiecks unmöglich wäre. Der Grenzwerth 
der Winkelsumme des rechtwinkligen Dreiecks ABC muss 
daher mit dem Verschwinden der Seite AB die Grösse 2J? 
erreichen. 

2. 

Wegen der Wichtigkeit der hyperbolischen Functionen in 
der absoluten Geometrie sollen die am häufigsten vorkommen- 
den Relationen zusammengestellt werden. 



1) 



^VXX = 



e^-^c-"" 



X I ^ — X 



t(^$X 



e*+c 



ff$x — Bxnx = e-« 



/*»3 /jj5 

^+är + Tr + 



3! 



Ä' 



5! 



X' 



i:0S^=l+^ + Tr + -- 



iünx = 



X I ^ — X 



4! 



e'^+e 



9tn X 
cosx ' 



u. s. w. 



2) 0itt a; =— sin xi , t00 5? = cos xi , 



tan ü? = — tan xi , tüix == i cot a?i . 



3) 



j5ttt oo = oo , t00 oo = oo, tan oo = 1 , 
4) Ist $tlt X = Zf so heisst a; = nxt J5ttt ^ u. s. w. 

an Bin x = log (x + y~x^ + l)> 



5) 
6) 



0rc f 00 ic = log (rc + Yx^— 1) 

uri: tan a; = ^ log (y^j • 

(00 x'^ — B\Vix^ = \, tan a;'^ + $ttx^ = l , 
Bin {x + y) = Bin xttfBy + tnB x Bin y 
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ttts (ip + y) = et» xtttBy + «in x «in y 
tß»2x = t»9 fl?* + sin x* 

= 2 WS «2 — 1 = 2 $ina;* + 1. 

7) d9inx = ttt» xdx , dc9»x = «in a;«?» 

8) dtmx^-^, dtiftx-=--^'' 



C00 aj* ' 9tn a?* 

9) rf flrt 0in a? = -.— — - , d üXt t$$ X = 



10) flf nrc tan^ = ^^^^^ , d tut rot a; = — ^^rri 



Die hyperbolischen Functionen können in der euclidischen 
Geometrie in gleicher Weise durch Linien einer gleichseitigen 
Hyperbel mit den Halb-Axen a = 6 «= 1 versinnlicht werden, 
wie die goniometrischen Functionen am Kreise. 

Beschreibt man über die grosse Aze ÄA' eilter Ellipse 
als Durchmesser einen Kreis, so ist das Verhältniss der bei- 
den zwischen denselben zwei Senkrechten auf die Axe ent- 
haltenen Flächen =b : a. Gleiches gilt von den Dreiecken, 
welche einen Punkt der Axe zur gemeinsamen Spitze und 
die in dieselbe Gerade fallenden Ordinaten y und zur Basis 
haben. Ist der Mittelpunkt der Ellipse und des Kreises, 
so ist daher für die in dieselbe Senkrechte auf die Axe fallen- 
den Punkte M und N 

Sector ÄOM: Sector AON^hia 



f2 



Z 



Sector AON =^ Z arc sin 

Sector ^ Jf = ^ arc sin ^ • 

2 

Daraus folgt, wenn Sector -4.0 Jf = y gesetzt wird, 

b ah ' 

ebenso 

X ^ u 

— = cos -7- • 
a ab 

Setzt man hi statt &, so geht die Ellipse in eine Hy- 
perbel über und man erhält: 
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«»»^ 



a 



= tM 



u 
ab 5 




für a = 6 = 1 stellen also die GoordiDaten x und y des 
Punktes M der gleichseitigen Hyperbel die früher definirten 
liyperbolischen Functionen dar, dabei bedeutet u die. doppelte 
Fläche desSectors ÄOM* 

3. 

Dass aus dieser Gleichung die sämmtlichen Formeln für 
das rechtwinklige Dreieck erhalten werden können, wird so 
bewiesen : Es sei zunächst a und c < JB. Fig. es. 

Man verlängere BÄ und BC derart, 
dass BÄ' = BC = B wird; ist D der 
Durchschnittspunkt der Bögen CA und 
C-4', der mit Ä auf derselben Seite des 
Bogens BC liegt, so ist J.'C" = JB, 

Wendet man die erhaltene Gleichung 
auf die Seiten ÄÄ' und ÄD des bei A' 
Dreiecks AA' D an, so erhält man 

sin (iJ — c) = sin'(B — &) sin {B — a) 

sin (JB — B) = sin (JB — 6) sin A 
oder 

cos c = cos h cos a 

cos B = cos 6 sin A. 

Auf analoge Weise wird der Beweis geführt, wenn 
c > B oder a und c > U sind. 

4. 

Hierbei wurde folgender Weg eingeschlagen. Es seien 
« und «' zwei geometrische Breiten eines Sternes S, welche 
zwei unmittelbar auf einander folgenden Positionen A und A' 



rechtwinkligen 



« 
* Ausfohrlichere Darstellungen der Theorie der hyperbolischen 

Functionen sind: 1) Gudermann, Grelle Journal Bd. 6—9. 2) Gru- 

nert, Archiv B. 38.. 3) C. A. Laisant, Essai sur les Fonctions 

hyperboliques. Paris, 1874. 



I' ; 
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der Erde in demselben Breitenkreise des Sternes entsprechen, 
so ist AA' = 2ä = nahe dem Durchmesser der Erdbahn. 
Setzt man den Winkel -4/S-4' = d, so folgt, falls die euclidi- 
sche Geometrie stattfindet, 

Verschwindet die Entfernung 2a gegen die Entfernung AS 
oder A'S, so ist d = 0, also AS \ A'S und 

Im Falle des Nichtstattfindens der euclidischen Geometrie, 
ist a von «' verschieden; für « > a' kann man* A' A um 
eine solche Strecke AB ^=^ x verlängern, dass BB' ±, AB 
parallel AS wird. Dann ist 

a = n(x) , a = n{x + 2a) 
oder 

X X 2a 

tan ^ a = e * , tan ^a = e * * , 
also 

2a 

k tan a 

tan a' ' 

aus welcher Gleichung der Werth von ifc folgen würde. 

Auf jeden Fixstern mit verschwindender Parallaxe kann 
diese Methode angewendet werden. 

5. 
Sind nämlicb, 

dp^ : d%' = g', , dp2 : rfO* = gj ; ^Pi ' dd' = q^ 
gesetzt, 

a" = a^g," + a^q^'' + «3^3" (1) 

drei bestimmte Annahmen für den Coefficienten a, ferner 

a = «i2i + «2fe + «39^3 (2) 
eine beliebige vierte, so erhält man aus den Gleichungen (1) 
die Grössen «j, «2» «3 ^^ der Form 

wo ß\ /S", /3'" blos von den Grössen g/, g/, . . g/" abhängen, 
also für alle Coefficienten a, 6, c eines Transformationssystems 
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constant sind. Setzt man diese Ausdrücke in (2), so er- 
hält man 

+ (ßi'ii + ßtiz + ßz'üz) «" 

+ (^.'"2. + ßfa, + ß^'a,) «'"• 

Setzt man 

a =f fa + ga" + Äa"', 

so entspricht jeder Annahme von g, , ^j» & ^^^ System von 
Werthen für /*, ^, ä und umgekehrt. 

6. 
Das Integral 

innerhalb der den beiden Endpunkten der kürzesten Linie 
entsprechenden Grenzen^ muss ein Minimum werden. 

Betrachtet man x, x^. . . Xn als Functionen einer Va- 
riablen t^ und setzt der Kürze halber 

dx / dxi f dxn / 



x^ -\- x^^ -\- . . -\- Xn^ — a'^ '^ L y 
V70 A eine Function von ^bedeutet, so i^t 

Entwickelt man d J, so wird 



+JW.-i&^'" 






■) +J{Z-UB>'" 



«1 
+ • • 



+M- !.(&)>'■" -"■ 
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Die integrirten Glieder fallen, wegen dx = 0, 8xi = 0, 
. . dxn = für t=t^ und ^ = ^2> weg; die Gleichung 1) 
zerfallt; da dx, 8x^y . , Sxn willkürlich sind^ in 

dV 



^ dXi dt \dxi' J 



dXn dt \ dXn ) 



Nun ist 






dx rc* ' ' dx xX 

^-2Xx dv_x; 

^ — 92^ 1Z._^ 

dXn~ ^""^ dXn~xX' 

Dadurch gehen die Gleichungen 2) über in 

Multiplicirt man die Gleichungen 3) resp. mit x, rCj, . . 
Xn und addirt die Producte, so wird 

4) ^-l-(Ä) + ^i4(-&) + -- +^»-Ä-(Ä) 
= A_2Aa2. 
Berücksichtigt man^ dass 

d /XrXr*\ n* ^ f Xr' \ i^ Xr^ 

It \x^x) "" ^'"di \xX) "^ äcX 

ä/^ "T~* XaX* ~T~ • • ~T" XfiXfi ^^^= ly 

ist, so geht die Gleichung 4) über in 

= — 2Aa% 
woraus X = folgt. 

Die DiflFerentialgleichungen 3) der Kürzesten werden 

daher 



— 141 — 

Die Gleichungeu 6) geben 
wo Cj, C2, . . Cn willkürliehe Constanten bedeuten, woraus 



X-±y-f 



o; 



«2/1.2 



wo c^ = Cj2 + ^2^ + . . + Cn^ gesetzt wird, folgt; die Glei- 
chung 5) wird dadurch identisch erfüllt. 

Ist dQ das Element der Kürzesten, so wird, wenn man 
für wachsende x^, x.^, > . Xn das untere Zeichen nimmt, 



do = h — dt = — h 



woraus durch Integration 

oder 

8) crr== * 

folgt; Qq bedeutet die Integrationsconstante. 

Bezeichnet man mit x^^, x^^ , Xn^ den Punkt des An- 
fanges der Linie 9 (für welchen also (> = ist), mit x^ die 
entsprechende Function x^ so wird 

cofi = , 

woraus durch Elimination von c aus 8) folgt 

Die Gleichungen 7) der Kürzesten geben 

dx^ = c^xXdt 

woraus durch Integration 

^t = -§- ton S^ + "1 ' 



